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第一版前言 


数学分析的主要内容是慠积分，这是人类在科学中最伟大的创造之一。微 
积分研究的对象是连续量。本教程提供给读者的是一个连续量的演算体系及其 
数学理论。过去读者在中小学学的算术与代数的演算大部只涉及离散量，本教 
程将提供一套崭新的演算——连续量的演算。一个连续量对另一个连续量的连 
续依赖，其基本问題之一是“瞬时”变化率，或一个连续量对另一个连续#的 
变化“速率”，这就引导到擻商的概念。变化率要“瞬时”，这是连续置的特征 
之一。变化率为什么要“瞬时”，其根本原因是，这样就能“机械化”地进行 
演算了。另一个基本问题是连续变化的积累，或连续作用的总和。这就引导到 
积分的概念。牛顿与莱布尼茨在创立徵积分时的重大贡献之一是发现求这种连 
续董作用的积累或总和，是求变化率运算的逆运算，从而建立了一套连续景的 
“机械化”的演算体系。这一切最重要的体现是立微分方程与解微分方程。实 
数本质上是（一维）连续量的数学模型。本教程上册讲的一元函数微积分实际上 
是初等函数徵积分。为了把它推广到非初等函数，人们才需要无穷级数与含参 
变 f 积分这样的工具，同时为了解决多个连续置之间的依赖关系问题，才需要 
发屐到多元徵积分。后面这两部分（无穷级数与多元微积分）便构成了本教程下 
册的主要内容。极限是对上述所有概念形式化统一处理的工具。用极隈可以把 
上述概念精确化和统一处理，使理论简明统一。因此，极限的概念与运算将贯 
穿全书。但应提醒读者注意，一方面不要因为极限贯穿全书便用它掩盖了数学 
分析研究连续董演算体系的 本质； 另一方面，对极限的掌握也是通过对微积分 
各项内容的研究而逐步加深的 c 这是一个循序渐逬的过程，读者不必希望“一 
蹴而就”。 

历史上，慠积分运算体系形成在先，用极限与实数理论给运算体系建立严 
格的数学基础在后。如何处理这两者的关系，一直是数学分析教材体系的中心 
问题。过去，说得极端一些，大体有两种讲法。一种是把整个教材分成两部 
分： 初等微积分与高等黴积分。在讲初等微积分时，主要讲慠积分的运算与应 
用，在讲高等微积分时才讲严格的理论。另一种讲法是先把实数、极限、连续 
等都讲述洧楚，然后再把微积分、级数等看成不同类型的极限。由于前面讲授 
极限的篇幅很大，因此通常把后面这种讲法称作“大头分析”。这两种体系各 
有优缺点，且曾经分别在不同时期在我国流行过。本教程的编写，是希望在上 
述“初高等微积分”与“大头分析”两种讲法之间，走出一条真正的循序渐进 

之路，而整个体系又是逻辑上完整的。为此，本书把实数连续性放在一个基本 
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的位置，根据戴德金的原始思想，给出判断一个有序稠密数系是否连续的“戴 
德金连续性判别准则”。然后，通过实数的十进表示证明实数系是连续的。在 
开头讲极限时，严格地不出现上下确界、子序列、一致连续、哥西准则等等概 
念。闭区间连续函数的毎个性质，只有在它需要时才分别出现，并用实数连续 
性定理直接加以证明。在一元微积分讲完以后，再综合讲实数连续性的其他描 
述与实数系的拓扑性质。全文下来每一步都是严格的。我们这样处理，与别的 
教程十分不同，其目的是使读者初学时尽量减少新的概念，并使微积分的运算 
体系与应用能尽快出现。 ' 

数学分析讲授的最大倾向是过于形式化。本教程的另一项努力的目标是在 
讲授数学内容时，把形式逻辑推导所掩盖的概念的背景来源、解决问题的思考 
方法、所讲授的内容在整个理论体系中的作用与地位以及和其他概念之间的内 
在联系等揭示出来。本书在讲述过程中，尽可能使读者注意物理与力学的背景 
樸型（实物），几何的形象直观（形象），抽象的演算推理（数景）三者的结合，把 
它们融为一体。所有这些，人们有时用“揭露实质”这个词来解释它。当然， 
不能要求所有的数学书都这样写，但作为理科（包括师范）数学系一门主要的基 
础课，是大学生第一次接觖高等数学的地方，我们认为这种写法是应该提 
倡的。 

本书保留了传统数学分析的基本内容。我们认为这些基本概念、基本理论 
与基本训练，对理科数学系的学生是必不可少的。但我们努力使选材的确符合 
“基本”的要求，而不过分展开，使本书成为一本名副其实的“简明教程”。在 
与近代数学接轨的问題上，本书•更多地体现在内容叙述的观点上，而不强调增 
加新内容。但和国内传统数学分析教材不同的是，本书讲述了一点常微分方 
程，并用微积分从开普勒三定侓推导出万有引力定侓，以及反过来从万有引力 
定律推导出开普勒三定律。我们认为，为引起读者的兴趣，体会微积分演算体 
系的惰神实质，花不多的时间去讲授，是完全值得的。 

在使用本书时，一些教学内容的先后次序是可以根据需要加以调整的。如 
上册的第八章与第九章，下册的级数理论与多元微积分，先讲后讲都是可以变 
更的。在上册教学中，只有两个定理 （闭区 间连续函数的最值定理与一致连续 
性定理）的证明稍微困难。有些高校在教学时可根据实际情况，在笫一次讲授 
时把证明略去（因为后面第九章还有别的证明）。还有，下册中傅里叶级数的平 
均收敛性与重积分换元公式的证明，不同学校也可酌情取舍。 

本书第一位编者曾长期在北京大学工作，讲授过多年的数学分析课程。在 
教学中，曾得到过北京大学许多老一*数学家的指导，获益甚多。他们中有申 
又枨、闵嗣鹤、程民德、吴光磊、冷生明，编者对他们表示衷心的感谢 C 其中 
特别是吴光磊先生与闵嗣鹤先生，他们曾帮助编者提高了对许多数学问题的认 
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识，本书中的许多看法都曾受到过他们的启发。不幸他们俩已去世，本书的出 
版也是对他们的纪念。本书于去年7月作为讲义打印出来后，中山大学林伟教 
授、范达教授、周建伟教授、朱匀华教授、丘兆福副教授、姚正安副教授、胡 
建勋副教授、北京大学文丽教授、北京师范大学王昆扬教授以及陕西师范大学 
常心怡教授，都阅读了或试用过本书，他们对本书提出了许多宝责的意见，我 
们对他们也表示衷心的感谢。另外，中山大学校领导与教务处，对本书的出版 
给予了很大的关心与支持，我们衷心地感谢他们。 

本书成书的时间不长，疏漏错误难免，敬请读者批评指正。 

邓东本尹小玲 
1998 年 丨丨月 12 H 
中山大学蒲园 
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第一章绪 论 


本章叙述本教程的主要目的、内容以及学习方法中要注意的问题.由于整. 
个教程的内容都是建立在实数系上的，因此本章还将给岀实数系及其连续性的 
一个简略的描述.对于实数系，我们只要求读者事握连续性这一基本性质，涉 
及到一些运算如何定义等细节，已超出了本教程的基本要求，读者暂时不必 
深究. 


§ 1绪 论 

数学分析的主要内容是微积分.本教程的主要目的是向读者提供一套连续 
廬的运算体系及其数学理论.读者过去学习过的 运算： 加法与乘法以及它们的 
逆运算——减法与除法，属离敗 M 的运算体系.本教程提供的是连续思:的运算 
体系，因而是崭新的.读者以后将会逐步了解到，近代的所有数学，真正“能 
算的”，几乎最后 都归结 回这两种运算体系.由此可见本课程的重要意义. 

连续歎 在生活中随处可见，时间 t 与位移 s 是最基本的两个连续 ft , 其他 
当然还有许多.我们研究连续 M 还要进一步研究一个连续 fi 随另外一个连续撤 
连续地变化的规律，这里涉及两个 M 基本的问题. 

问题之一是一个连续 M 随另一个连续景变化的“瞬时”变化率.例如，在 
质点直线运动中，质点走过的路程，随时间£连续地变化，问题是如何求出质 
点在每个时刻 i 的瞬时速度和加速度，由此得到质点受力的变化.以后将会知 
道，这在几何上是求曲线的切线问题，而这引导到微分运算. 

问题之二是计算一个连续量的连续作用的总和或积累.例如，一个质点受 
力的作用而产生位移，如果所受的力连续地随着质点所在的位置发生变化，问 
如何求力所做的功？当质点所受的力不变，且力的作用方向与位移相同时，则 
功等于力乘位移.如果力随位移连续地变化，计算功需要有新方法，这在几何 
上归结为求曲线下的曲边梯形的面积，这引导到积分运算. 

微积分的基本定理告诉我们，问题二中的运算是问题一中的运算的逆运 
算，即求连续量作用的积累事实上是求变化率的逆运算.而问题一中的运算是 
可以“机械化”的.这样，微积分便形成了一套连续量的运算体系，它是那样 
的有效，很快便成了解决天文、力学和技术的重要工具，以后更发展成现代自 
然科学和技术的基础. 

历史上，微积分产生于17世纪.16世纪的欧洲，处于资本主义的萌芽时 



期，生产力得到很大的发展.工业方面有机械工场的建立和机械用于采矿冶金 
等事业.美洲的发现、环球航行的成功、通商的扩大，促进了交通事业的发 
达.生产实践的发展，向自然科学提出了新的研究课题，开阔了人们的眼界， 
同时也为自然科学研究创造了物质技术条件.哥白尼 （ Copernicus ,1473—1543) 
的“太阳中心说”标志着自然科学从神权统治下解放出来.从此，自然科学便 
迅速发展起来. 

当时，生产和技术的大量问题迫切要求力学、天文学等基础学科的发展， 
这些学科是离不开数学的，因此也就推动了数学的发展.航海事业需要确定船 
只在大海中的位置，这就要求精确地测定地球的经纬度和制造准确的时钟，于 
是推动了对天体运行的深入 研究； 船舶的改进必须探讨流体及物体在流体中运 
动的 规律； 在战争中，要求炮弹打得准确，导致对抛射体运动的研究.此外， 
机械、建筑、水利等方面也提出了种种课题.在这些课题的研究中，通过大量 
的观测和系统的实验，人们逐步总结出一些基本的力学槪念和规律.例如，开 
普勒 （ Kepler ，1571 — 1630), 根据长期天文观测的资料，总结出行星运动的三大 
定律； 伽利略 （ Galil eo ，1564—1642) 系统地研究了落体速度的变化的规律，并发 
现了惯性 定律； 他还把精密的物理实验与数学分析方法结合起来，第一次成 
功地用数学公式定 M 地描述了物理学的规律.在以落体和行星为典型的机械 
运动中，提出来许多问题，其中敢基本的有 两个： 一个是已知运动，求力， 
实际上是求速度与加 速度； 一个是已知力，求运动，实际上是已知速度、加 
速度，求运动.这就涉及了对连续《的描述及运算.笛卡儿 （ Descartes ， 
1596—1650) 和费马 （ Fermat , 1601 — 1665) 创立的解析几何，把这两个问题化 
成了求曲线切线与曲线下的面积问题，而对这两个问題，数学家是积累了许 
多方法和结 果的. 正是牛顿 （ Newton , 1642—1727) 和莱布尼茨 （ Leibniz , 1646— 
1716)，总结发展了前人的成果，建立了连续诳变化率的直观槪念和计算方 
法，发现了求连续量积累总和的问题刚巧是求变化率的逆运算，从而建立了 
微积分的演算体系. 

牛顿建立了微积分的演算体系以后，受开普勒三定律和重力的启发，想到 
了行星间所受的力为万有引力.他最后成功地运用微积分，从开普勒三定律推 
导出万有引力定律，又反过来从万有引力定律推导出开普勒三定律，这就是人 

类最伟大的自然科学著作之-牛顿的《自然哲学的数学原理》的主要内容. 

从此微积分逐渐应用到一切科学技术领域.像达朗贝尔 （ D ' Alembert ， 1717— 
1783)、拉格朗日 （ Lagrange , 1736—1813)、欧拉 （ Euler ，1707—1783) 、拉普拉斯 
( Laplace , 1749-1827), 高斯 （ Gauss ，1777—1855) ，都是运用微积分在开拓新领 
域方面最卓越的数学家的代表. 

牛顿与莱布尼茨当时建立的微积分槪念与演算，是以直观为基础的，概念 




§2 实数连续统 
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并不准确，推导公式有明显的逻辑矛盾.在微积分广泛应用的17〜18世纪， 
人们没顾得及（也许是还不可能）解决这些问题.至19世纪，矛盾已积累到 
非解决不可的程度.经过人们的长期努力，最后由柯西 （ Cauchy , 1789— 1857〉、 
波尔察诺 （ Bolzano , 1781—1848)、魏尔斯特拉斯 （Weierstrass ， 1815— 1897 ) 等人， 
用极限把微积分的概念澄清.而后来，戴德金 （ Dedekind ， 1831 — 1916)、康托 
( Cantor , 1845-1918), 魏尔斯特拉斯等人，又给出了连续量的数学表示，建立 
了实数连续统的理论，把极限理论建立在坚实的基础 t . 微积分基础的建立， 
和群论、非欧几何一起，被誉为19世纪数学的三大发现，它们改变了整个数 
学发展的进程，形成了近代数学与现代数学.在数学内部，产生了分析、代 
数、几何、拓扑、概率、数理逻辑等数学 分支； 在科学方面，支持了量子力 
学、统计力学、电动力学、相对论、信息论、计算机科学、数理经济学等的产 
生和发展. 

本教程将从描述实数连续统开始，建立严格的极限槪念，从而建立微积分 
的演算体系和理论，并讲述一些最基本的应用.我们要求读者在学习过程中， 
注意物理、力学的背景模型（实物），几何的形象直观（形象），抽象的演算推理 
(数 》) 三者的结合，把它们融为一体.脑海中要有典型的例子，演算要熟练准 
确.前面的历史分析已经表明，本课程对学习 数学、 自然科学、近代科学技术 
的人来说，是一门最基础的课程，只有学好了，才能真正进入近代科技的 
大门. • 
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什么叫连续量？在数学上如何表示它们？ 

记住，最典型的连续》是时间和位移. 

量有两种.一种是离散量，是以个体的形式存在的，一个一个的，“论个 
儿”的.有最小的单位，不能分.如单个的猫是不能分的，分了之后就不成其 
为猫了.在数 a 上可以问多少个，数 Uha ) —数 （ shti ) 就知道了，数 （ shG ) 出来就 
是正整数 ( S h (0: 1，2, 3,…，这是离散量在数学上的表示，或者说，正整数 
是离散檄的数学模型. 

另一种量是连续量，比较复杂，它没有自然的标准单位，不能分解成最简 
单或最小的单位.不是不能分，而是可分，无限可分，分不完.它的存在形式 
是一段、一片、一块，是连续的.如一根线段，自然也是由“点”组成的，但 
点已经没有线段的“量”了，已不是线段了，所以点不是线段的最小单位.庄 
周在《年子•地下篇》中 写道： “一尺之棰，日取其半，万世不竭”，说的就是连 
续量.时间、位移（长度）是连续量，都是无限可分的. 




说到这里，连续量还不能成为数学的研究对象.正整数是离散量的数学表 
示，那么，连续置的数学表示是什么？ 

连续量可以通过童 （ Hdng ) 来刻画.所谓量 （ li 如 g )， 就是选一个相对固定的 
单位作为标准，看看对象中包含几个单位，也就是数 Uhft )， 数 （ sh &) 出来是数 
( shtO . 但经常出现的情况是童 Ui 6 ng ) 不完，这时把单位分小，再量 （ lihg )， 量 

( li 如 g ) 完了，这就是有理数.例如¥是把单位分成7份，对象包含分小后的单 

位11个.然而，全体有理数是否描写了连续量呢？回答这个问题需要从整体 
上来研究有理数.这就需要数系的槪念. 

在分析数系以前，我们还需指出，长度是最基本的量，也是最直观的 M . 
一般的测 M 总是把撤化为长度.时钟是把时间的测量化为长度的测量，秤是把 
重屋:的测量化为长度的测量，温度表、电流表等等，莫不如此.各种仪表就是 
把各种量转化为直观而易于测量的长度.因此，直线（数轴）是我们研究连续量 
最典型最直观的几何模型. 

我们现在来分析数系的槪念，首先从回忆集合的概念开始. 

集合和元素，是我们只给出描述而不给出其定义的两个概念.把某些东西 
作为一个总体，称为一个集合，其中的每一个东西称为这集合的一个元素.元 
素通常用小写字母 a , 6, c 等表示，而集合用大写字母/?, C 等表示 .a 
是集合4的元素，表示为读作 d / S 于给定一个集合，就是说，我 
们可以分辨哪些 元索斶 于它，哪些不《 于它. 

表示一个集合，通常可以用两种方法.一种方法是把这集合的元素全部列 
出来，例如， A - \ a 9 b t c , d \ , 表示集合4由 a ， 6， c ， 四个兀素组成.另 
一种是用某一种性质 P , 把集合的全体元素描述出来， 记为： 

4 = UU 有性质/ >1. 

例如 

4 = 是等边三角形 I , 

= 是素数 I , 

等等.由数组成的集合叫做数集，如 S 就是一个数集. 

C = Inin 是正幣数，存在正幣数使得 n - pq \ 

也是一个数集，它由全体合数（非素数）构成，而 

D =\ x \ x 是正有理数，且% 2 >2| 

也是一个数集. 

设有两个集合4与#4的每个元素都是 B 的元素，即4的每个元素 
都属于则称 S 包含或4包含在 B 中，或4是的子集，记为 
因此，是指从推知 aefi . 
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例如，偶数集包含在整数集中，整数集包含在有理数集中. 

若且则称4与全同，记为 4 = 两个集合全同是指它 
们的元素一样. 

设 S 是一个数集.我们说它上面定义了一种运算 “* ”，是指对集合 S 中 
每一对有次序的元素 a 与6 ( 有时对 a 与6要加某些限制，例如，当“ * ”代表除 
法时，要求除数&#0),必有确定的 c 与之对应，记为 c = a *6. 如果对任意 
aGS , 66 S , 都有则称 S 对运算 * 是封闭的.例如在正整数集 
N + 中，加法与乘法都分别是定义在其上的运算，且 N + 对这两种运算是封闭 
的.并且这两种运算满足下面的一般 规律： 

( I ) 加法交换律 a + 6 = 6 + a ; 

( II ) 加法结合律 (a + 6) + c = a + (5 + c ); 

( ID ) 乘法交换律 ab = ba ; 

( IV ) 乘法结合律 ( ab ) c = a(bch 

( V ) 加法与乘法的分配律 a ( + c ) = a 6 + or . 

一个数集 S , 如果它上面定义了若干种运算（不管封闭与否），这些运算满 
足一定的规律，那么称 S 是一个数系. 

下面举出儿个最重要的数系的例子，并列举它们的一些重要性质.这些数 
系也许读者在中学里学过，但在这里，我们重新讲述它们的目的，除为了总结 
它们的一些重要性质和关系之外，主要是看哪个数系描写了连 续撤. 

例1正整数系 

N + = |1，2,3,… I ， 

它具有下列几条 性质： 

① 关于运算的性质.正整数系有加法与乘法，满足上述的规律 （ I ) 一 

( V ). 

正整数系中，对有些数可以施行减法（加法的逆运算），即方程 6 + = « 

对某些 a 、 6,在 N + 中有唯一解，记作但总的说来，正整数系对减法 
运算是不封闭的. 

正整数系中，对某些数可以施行除法（乘法的逆运箅），即方程 h = a 对 
某些 a ， 6, 中有唯一解，记作 （1 + 6 或但总的说来，正整数系对除 

法运算也是不封闭的. 

② 正整数系中不仅有上述运算，还可以在其中定义大小的顺序关系，即 
对任意正整数 a , 6,要么它们相等 （a = 6)，要么一个比另一个小 U < 6或 
b < a ). 这种顺序关系具有下列的两条 性质： 

( A ) 对任意的 a 与6,下列关系中有且仅有一个 成立： 
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a < b ， b < a ， a = b ; 

( B ) 顺序关系的传 递性： 

若 a < b ， b < c ， 贝 1 

一般说来，如果一个数系可以在其上定义满足性质 （ A )，（ B ) 的大小顺序 
关系，则说这个数系是有顺序的. 

正整数系的顺序关系和运算，还满足 

( C ) 顺序对加法的不变性： . 

若 a <6, 贝 1 J a + c < b + c • 

( D ) 顺序对乘法的不变性： 

若 a < 厶， 贝!] ac < be , 

③ 正整数系中有最小数丨，但无最 大数. 正整数系中的任意非空子集都 
有最小数. 

④ 归纳法.如果 

( i ) 1有性质尸； 

( ii ) 由 A 有性质 P oj 推出 A + l 有性质 P ; 

那么，每个正整数都有性质 

例2整数系 

Z = |0, ± 1, ±2，± 3, ••• I , 

它具有下列 性质： 

① 关于运算的性质.有加法、乘法，满足规律 （1)_( V ). 有减法 ， ft 
整数系对减法运算是封闭的，但对除法运算不封闭. 

② 关于顺序关系的性质.在整数系内可以定义大小顺序关系，满足 （ A ), 
( B ), ( C ), 但 （ D ) 应改为 

( D ’） 若 a < b ， c > 0,则 ac < 6 c • 

正整数系 11,2,3, … I 是整数系的一个子集，但整数系较正整数系多了许多 
元素10,-1,-2,… I ,使原来对加法的逆运算（减 法） 不封闭的正整数系，扩大 
成对减法运算封闭的整数系了.在这个意义下，我们说整数系是正整数系的一 


个扩充. 

例3有理数系 


Q = |~ 是整数， 


它具有以下的 性质： 

① 有加法、乘法，满足规律（ I )一（ V ).还有减法与除法，并且有理数 
系对四则运算——加、减、乘、除都是封闭的. 

② 关于顺序关系的性质.在有理数系可以定义大小顺序，满足 （ A )， 
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⑻， ( C ), (ITK 

③有理数和数轴上的点的对应.在直线上取定一点0作为原点，在原点 
的右方取定一点（/作为单位，则直线成了一条数轴. 


ra 1-1 

这时，每一个有理数2( 9 # 0) ，都唯一对应于数轴上的一点，这样的点 
称为有理点. 

④ 有理数是稠密的，即对任意的有理数 a 与6 ( 设《< 6)，必存在有理数 

c ， 使得 a < c <6. 这是显而易见的，因为可以取 c = _. 因此可以推出， 

任意两个不同的有理数，中间总有无穷多个有理数存在.这表明，有理点是密 
密麻麻地分布在数轴上的.我们把这种性质称做稠密性. 

⑤ 有理数 和十进 小数的关系.每一个有理数，要么是一个十进位有尽小 
数，要么是一个十进位无限循环小数.反之亦然，即每一个十进位有尽小数或 
无限循环小数，一定是一个有理数，即一定可以写成两个整数之比.有兴趣的 
读者不妨自己动手证明这一事实. 

整数是有理数的一部分（分母为1的有理数组成的子集>，但整数系对除法 
运箅是+封闭的，而有理数系比整数系增加 r 许多数，使得有理数系对除法运 
算也是封闭的.因此可以说，有理数系是整数系的一个扩充. 

回到连续 tt 的数学表示问题.我们知道，直线（数轴）是连续 ft 的几何模 
型，能否就满足于连续 S 的这种表示呢？实际上，这种表示有一个很大的局限 
性，这就是很难进行运算.因此，我们希望能建立一个数系，一方面，在它上 
面可以进行运算，从而代数的工具可以发挥极大的 威力； 另一方面，它能刻画 
出直线的连续性. 

由于有理数系的数和直线上的有理点相对应，而有理点又密密麻麻地分布 
在直线上，这就容易给人一个感觉，认为有理点是填满整个数轴的，因而有理 
数系是连续績的数学表示，即有理数系是连续的.其实这是不正确的，是一个 
错觉. 

事实上，在数轴上， Of / 是单位长，作直角三角形0^/5,使由 
勾股定理知 

OB 2 = 0 U 2 + C / B 2 = l + 1=2. 

以0为圆心， .0/? 为半径作圆，与数轴正半轴交于一点/ I ， 显然 0 B = 0 A •我 
们来证明0/1不可能用--个有理数表示岀来，即>1不是一个有理点. 
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图1 -2 

定理 1.1 不存在有理数使得 =2. 

q \ q I • 

证明用反证法.如果不然，设存在有理数其中 p , ^是互素的正幣 

数，使得=2,即 〆 = 2 〆 ，可见 P 2 是偶数，从而 P 是 偶数. 设 P = 2 /， 
Z 6 N ., 则4/ 2 = 2 9 2 ,即2/ 2 = (/ 2 ,这表明 g 2 是偶数，从而 g 是偶数,这与卜 

9 互素矛盾，故不存在有理数使得 =2. 

平方等于2的数，通常用乃来表示.定理 1.1 说明，乃不是有理数.由此 
看到，每一个有理数都对应于直线上的一个点，但反过来，并非直线上每一点 
都对应于一个有理数，也就是说，在数轴 h 有些点不是有理点.如果把直线看 
成是连续的，那么有理数所对应于直线上的点集就是不连续的，或者说有理数 
系本身是不连续的.定理告诉我们，有理数系在平方大于2的正数与平方小于 
2的正数之间断开了.我们说，有理数系在这个地方（相当于数轴上的4点）出 
现了空隙.其实空隙绝非只在这个地方出现，空隙在整个有理数系中也是密密 
麻麻地存在着的. 

现在我们看出来了，有理数系并不能刻画连续量，即不能作为连续 M 的数 
学模型.问题在于，如何扩充有理数系，使新数系是连续的. 

一个直接的想法就是，在有理数系中加进一些新数，它们对应于那些空 
隙，即把数轴上所有的空隙都填满了，这样便自然得到一个连续的数系.例 
如，把 W 加入到有理数系中，再定义它和有理数之间的运算与大小，自然就把 
“乃”这个空隙填满了.然而，有理数系究竟有多少空隙？要填多少，才能填 
满？你怎么知道所有的空隙填满了没有？ 

如何扩充有理数系，使新数系是连续的，这个问题首先归结为，如何判别 
一个数系是连续的.也就是说，要找出连续量的数学特征，给出一个数系后， 
能使用这个特征判别数系是不是连续的. - 

作为研究连续量的微积分，大约在1665年左右就基本上建立起来了，但 
差不多有200年的时间，什么是连续性这个问题，却一直没有解决.随着微积 




§2 实数连续统 


分广泛与深入的应用，建立在直观基础上的微积分已显得十分不适应自然科学 
和数学的发展，给出连续性的精确槪念这个问题，变得尖锐起来了.到19世 
纪70年代左右，许多人几乎同时给出了连续性特征的描述.在这里，我们先 
介绍一种最直观的——戴德金连续性准则. 

究竟什么是连续性呢？在这里，直观上的接连不断是不能解决问题的，因 
为“问题是要指明连续性的明确特征，可以作为正确推理的基础”.戴德金在 
他的名著《连续性与无理数》中继续 写道： “经过长期徒劳的思考，我终于发现， 
它的实质是很平凡的.直线上的一点，把直线分成左右两部分.连续性的本质 
就在于反 回去： 把直线分割成左右两部分，必有唯一的分点”，这句平凡的话 
就揭开了连续性的秘密. 

把这句话翻译成数系的语言，我们引人下面的槪念. 

定义 1.1 若把一个有大小顺序的数系 S 分成 B 两类 ，满足下面的 
性质： 

( i ) 不空： 4与 B 都至少包含 S 中的一 个数； 

( ii ) 不漏：数系 S 中的每个数，或者《于或者《于8; 

( iii ) 不乱： 4中的任一个数 a , 均小于5中的任何数6,即 

对于任意 a €/4, 6€ B f 有 a < b ， 

则称杉为数系 S 的一个分划，记为4称为分划的下类，衫称为上类. 

例如 ， S = Q 是有理数系，令 

A = |a | a € Q , a ^-|-| , B = |6€ Q ,6 > -|- J , 

这构成 Q 的一个分划.但 

A = \ a \ a ^ Q,a 为整数！，= U |6 € Q , 6为非整数 I 
不构成 Q 的分划，它们不满足“不乱”的性质 

• 戴德金连续性准则如果一个有大小顺序的稠密的数系 S , 对它的任一个 
分划，都有 S 中唯一的数存在，它不小于下类中的每个数，也不大于上类中 
的每一个数，那么称数系 S 是连续的. 

这个准则，用符号来写， 就是： 对于 S 的任一个分划存在唯一的 
cGS , 使得对任意 bQ 有 a 彡 c 彡 b . 也就是说，如果 c 属于4,则 
c 是4的最大数，如果则 f •是 B 的最小数.根据“不漏”性， c 总是 
要属于4或属于5的，因此，连续性准则可以叙 述为： 称一个有大小顺序的 
稠密的数系 S 是连续的，如果对 S 的每个分划或者4有最大数，或者 
5有最小数. 

至此，读者应能看出，所谓戴德金连续性准则，说的正是前面戴德金说的 
话： 把数系分割成左右两部分，必有唯一的分点（数） . 





下面我们来证明，按戴德金连续性准则，有理数系 Q 是不连续的.为此， 
只要找出有理数的一个分划刈其中无最大数，5无最小数. 

例 4 把有理数分成以下 两类： 

A = ia | aGQ,a 彡0或 a >0 但 a 2 < 2| , 
fi = IMfc € Q ,4>0 且 6 2 >2|. 

这是有理数系的一个分划（请读者验证 i 注意，这里用到了定理 1.1). 我们 
来证明，/!中无最大数， B 中无最小数. 

事实上， 设 b € B ，BP 6>0且6 2 >2,要证存在有理数 r > 0,使得 
6 - r > 0且 

(6- r ) 2 >2. 

后者等价于 • 

b 2 _2 br + r 2 >2, 

即 

26 r - r 2 < 6 2 -2. 

要此不等式成立，只要 

2 br < 6 2 -2， 

即只要 

6 2 -2 

由>0与有理数的稠密性，知存在 r , 使得 0< r < 又由 

^^<6,推知 r < b . 对这样的 r , 它满足 6- r >0, (6- r ) 2 >2,这就证明 

了，在 B 中存在比6更小的有理数 6-1 •，即无最小数. 

类似地，可以证明4中无最大数.请读者把证明写出来. 

这个例子就证明了，按戴德金连续性准则，有理数系是不连续的. # 

下面我们证明，按.戴德金连续性准则，实数系是连续的. 

先回忆中学里讲过的，什么是实数.实数就是十进无穷小数 

<*0- a l fl 3". a 4 …， 

其中 ao 是整数，是满足的整数.注意，当以 < 0时，这种 
无穷小数与通常的无穷小数不同，而与对数计算中的小数表示法类似.例如 

7 , 2 

_ T = - 3 + T 


3 


-3.666 6…， 


写成 




意指 
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-Y = - 3 + 0.666 6 ••- . 

无穷小数包括循环小数与非循环小数.为书写统一，对有尽小数，我们只用循 
环节为0的无穷小数表示，而不用循环节为9的无穷小数表示.例如，记 

+ =0.5=0.500 00…， 

而不用 

0.5=0.499 99… • 

无穷小数之间，按通常的办法，可以定义加法、乘法，它们满足规律 
( I )—( V ),加法与乘法分别有逆运算——减法与除法.这样，全体实数就组 
成一个数系，记为 R , 它对四则运算是封闭的. 

如何比较两个实数的大小？我们用十进无穷小数把它们写出来. 

q = a 0 . a , a 2 -*- a n -*' , 

/?= 6 0 . 6, b 2 … b ，" • 

这里明确规定 9 不能作循环节.比较的原则就是从左到右一位一位地比，淮嵌 
先出现大数谁就大.用数学的语言写出来 就是： 若存 在九多 0,使得当 y < y 0 时 
«； = 而《;。<\,则定义 a </3. 可以证明这样定义实数的顺序，它满足前 

面说的顺序性质 （ a > — uy ). 由于实数对四则运算封闭，便可证明对仟意实数 

a <6, 有 a <_< b ， 从而知实数是稠密的. 

下面证明实数系的基本定理. 

实数基本定理（載德金实数连续性定理）实数系 R 按戴德金连续性准则 
是连 续的. 即对 R 的任一分划 4| B ， 都存在唯一的实数 r , 它大于或等于下类 
4的每一个实数，小于或等于上类 K 中的每一个实数. 

证明设4 M 是实数系 R 的任一个 分划. 我们要证明存在唯一的实数 r 6 R ， 
使得对任意有 a 矣/ •, 对任意衫，有 r 矣 6. 

首先看全体整数，由4不空知有整数厲于1若任意整数有 c q+ 16 
夂则5是空集，这样我们便知存在整数 c Q , 使得 而 + 

其次考虑 

c 0 .0， c 0 . l ， c 0 .2，“.， c 0 .9. 

这时必存在 ci 是0,1，…，9中的某数，使得 co . c.G / I , c 0 . U + 1 )G 5 (若 
q =9, 则 c 0 . ( c 1 + l ) = ( c 0+ l ).0). 如此继续下去，在确定了 c〆 "％ 后， 
考虑 

C 0 .<V"C n O ， C 0 .C| … c„l, … ， Co.cr.Cn9, 



由此确定 C „ + l , 使得 ,4， Cq . C ^-' C n ( c n ^ l + 1 )G fi . 如此便得到 

实数 

r = c 0 .c, c 2 -*c n --. 

我们来证明，对任意用反证法.如果不然，存在有 
a > r • 设 a = a 0 . Ah …. 这时存在非负整数 y 0 ， 使得、 > c ,。， 而 a y = c y ， 当 
j < j 0 . 因此 

a 0 . an 。 > c 0 . c ' … c 乙， . 

故 

a 0 . a l -- a j ^ c 0 . c i -- c jo _ l ( cj o + 1)6 6. 

这就推出 a Q . ai …从而与 A | B 是分划矛盾.这就证明了对任 
意《€/1,有 0 矣^同理可证对任意有 r 矣 6. 请读者把这部分证明补写 
出来. 

下面证明唯一性，也用反证法.如果不然，设存在 r ,# r2 , 同时满足对任 
意 a € 4，有 a 彡 r , ， a 彡 r 2 ;对任意6 € 有 q 彡6， r 2 彡 b . 不妨设 q < r 2 ， 
令 

, r \ + r 2 
r ' 2 * 

显然 r ] < r f < r 29 由此推出 〆 €/!, r # € fi , 这与 / l | fi 是 R 的分划 矛盾. 唯一 
性得证，从而定理证完. 

注意到实数系的一部分（循环小数集）构成有理数系，由于有理数系不连 
续，我们把全体非循环小数加进去（称为无理数），结果就变成连续的了.可 
见，实数系是有理数系的一个扩充，它把本来不连续的有理数系，扩充为连续 
的了. 

给出连续 M 的数学表示的任务，现在已彻底完成了.我们得到了这样一个 
结论： 实数系——连续景的数学模型. 

记 [ fl ,6] 为全体满足矣6的 x 组成的实数 集合： 

[a , 6] = 

称为闭区间，类似地记 

(a ， b) : l%U6R,a<A：< 6|, 

称为开区间，自然还有 [ fl , M ，（ a ，6] 等，统称为区间.现在我们能够说，所 
谓连续量，是指取值为实数系或实数区间的暈.这样，我们便把所有的（一维） 
连续量统一到实数系来研究.因此，有些书把实数系称为实数连续统 
(continuum of real number ). 

把本节的内容做一简单小结.我们要研究数系，因为数学的主要目的之一 
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是算，而只有数系才能算.离散量的数学模型是正整数系，它对减法运箅不封 
闭，因此把它扩充成整数系.整数系对除法运算不封闭，因此把它扩充成有理 
数系.有理数系对四则运算都封闭了，但它本身是不连续的，因此把它扩充成 
实数系.实数系对四则运算封闭，本身又是连续的，于是它就成了数学分析活 
动的舞台. 




第二章函 数 


数学分析研究连续量间的依赖关系，由此抽象出函数的槪念.这是一个更 
一般的概念，它也包括了离散量间的依赖关系.对连续量的研究，必须通过与 
离散 M 的对比以及用离散 tt 来逼近，这样才能获得深刻的结果. 

本章叙述函数的定义与表示法，最重要的是给出初等函数的构造.读者应 
着重掌握的是基本初等函数的主要性质及其图形. 


§ 1函数概念 

函数的槪念在中学就已接触过.例如，作直线运动的物体所走过的路程 5 
随时间 t 的变化而变化. 若/ =0时路程 s = 则当物体以匀速 t ； 运动时，有 

s = vt f / 彡0 • 

当物体以匀加速度运动时，速度 y ,则当初速度1^ = 0时，路程 s 与时 
间/的关系为 



特别在自由落体运动中，重力加速度 g = 9.8 m / s 2 . 若不计空气阻力，则物体 
从离地面高 /I m 处自由下落的路程 s 与时间 f 的关系为 

s = 

上述各公式都给出了连续 》 S 对£的依赖关系.对每一个允许的 t 或 fG 

[ o t < N |^]), 公式都确定了唯一的一个 s 值.这里公式确定了 s 是 f 的函数. 

然而并不是每一个函数都是由某一公式确 定的. 下面给出函数的严格定义. 

定义 2.1 设给定实数集合 X . 若存在一对应法则/，使得对于 X 中的任 
一实数 X ，存在唯一的实数与之对应，则称/是定义在 A ： 上的函数， 
记为 . 

f ： X^R 或/::，• 

也可记为 y = f ( x ) 9 xex . 

■ Y 称为函数/的定义域. x 称为自变量，： k 称为因变量，这是因为: t 可以 
自由地变而/不可自由地变，它受到对应法则/的约束，当％变时 y 按法则/ 
相应地变.记 



/ U )= \ f ( x )\ xex \, 

称 /( X ) 为函数 / 的值 域. 

从定义可见，函数的确定主要取决于两个因素.一个是定义域 A ：， 另一个 
是对应法则 /. 两个函数相等是指它们的定义域相同，且对应法则也相同 .一 
个数学公式一般可以给出一个对应法则，但并非每一对应法则必能由一数学公 
式表示.一般说来，可以规定某个符号来表示它. 

例1 设 X = R =(-»，+»)， 对应法则/为 

不超过 x 的最大整数. 

显然/是定义在全体实数 R 上的函数，但函数值是整数，是离散的，称此函 
数为取整函数.为方便，我们用符号 U ] 表示不超过: t 的最大整数，因此函数 
/又 可记为 

y (x) = [xj t ( - cc , + CX>). 

于是有 、 

/(4.2) = [4.2] =4, 

/(-4.2) = [-4.2]= -5, 

/ ( - 4) = ^ - 4 l = -4. 

一般地有 

U]SA ； < U] + 1 

若记 = 则 gU ) 是定义域为 （- 00，+ 00), 值域为 [0， U 的函数 • 

表示函数的一种重要方法是几何图形，在平面直角坐标系中，点集 

\(x (x)) \ x^: X\ 

称为 A ：) 的图形.这意味着，对任意 u ，/ u )) 在图形 
上； 反过来，图形上的每一点，都对应于某个 U ,/ U )), 其中： td . —般 
地，函数的图形是一条曲线，这曲线与每条过定义域点的平行于 y 轴的直线 
交于一点.但有时这条曲线是由几段断开的弧组成，有时甚至画不出来. 

函数的图形表示是研究函数最重要的工具之一，因为它直观，有整体感， 
常能帮助人们抓住函数的某些電要性质. 

例1中/(幻=[幻和尽（；0 = ；^-[；«]的图形分别见图2-1和图 2-2. 

必须 指出： 函数/是一种对应法则，它不是数，符号 / : A ：— R 更明显地表 
示了这一点.然而符号: r =/ u ) 对每一个固定的 X ，它是一个数，是/在 
X 处取的值.但如果理解 X 可以取遍 A ：， 那它也表示一个函数，而且它还有便 
于计算的优点.因此，以后大多采用这种记号.它既可表示函数，又可表示函 
数值. 



y^M 



图 2-3 


这是定义在 （- oo , + oo ) 上的函数，它在定义域的不同部分分别由不 
同的表达式给出对应关系.这样定义的函数称为分段函数.注意这不是两 
个函数，而是一个函数，它给出的是一个对应法则.当2^0时，由表达 
式 x 确定对应 关系； 而当 x <0 时，由表达式 - X 确定对应关系.其图形 
如图 2-3 所示. 

例3 

,、 fl , x 是有理数， 

"⑴ ”0， x 是无理数. 

这个函数称为狄利克雷 （ Dirichl e t ，1806—1859) 函数.定义域尤= R ，值 
域 / U )=|0,1 丨.此函数的自变量可以认为是连续量，而因变量则显然不是 
连续量.这个函数在数学史中起过重要作用，它帮助澄清过许多概念.显然这 
个函数的图形是无法画出来的. 

例4 考虑直线 7 =似 U >0) 与直线 太=戈 0 (太 0 >0)以及太 轴所围成的三 



角形的面积 S ， 有 


5( 文 0) = y O^O 2 - 

当外在 (0, + OC) 中变动时，我们可以得到函数 



ffl 2-4 

这里定义域 X = (0, + 00 ) 是实际问题本身所决定的.而就表达式来说， 
对每 一 ％€(- 00, + 00), 都可确定唯一的值.因此 

5 (^) = y OX 2 , ® , + «)) 

也是一函数. （_ «) 称为 S (幻的自然定义域，即使得该表达式有意义 

的所有： C 构成的集合.以后写出一个函数表达式，如没有特别说明，0然就 
认为它的定义域是它的自然定义域. 

例5 y = \! sin x • 

它表示一个函数，其定义域为2紜矣*矣（2& + l ) it , fc =0, ±1，±2, •••• 
例6 常值函数 / U ) = c , x ^ X . 

这是一个特殊的函数，对定义域内任一点，其函数值均为常数 c . 

下面讨论函数的几种特性. 

一、 函数的奇偶性 

定义 2.2 设 A ： 是关于原点对称的（即若则 iei), /是定义在义 
上的函数.若对任意: t€A ：， 有 / U )=-/(-；0, 则称 / U ) 为奇 函数； 若对 
任意太有 / U )=/(- x )， 则称 / U ) 为偶函数. 

奇函数的图形特点是关于原点对称，而偶函数的图形特点是关于 y 轴 
对称.例如，： r =： t 3 是奇函数，而7 = ^是偶函数，它们的图形分别如 
下： 
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二、函数的单调性 

定义 2.3 设 /U) 是定义在 A ： 上的 函数. 若对任意 力， ^ 2 e^, 〜 < 欠 2 , 
有 / u ,) 矣 / u 2 ) ，则称 / u ) 在 x 上单调上升或单调 递增； 若对任意*,, 

X, X { <x 29 有 /u) 多 /u 2 ), 则称 /U) 在 A ： 上单调下降或单调递减. 

当上述各不等号为严格不等时，分别称为严格单调上升和严格单凋下降. 
单调上升和单调下降函数统称为单调函数. 

例如 : y = /在（- 00 , + 00) 是严格单调上 升的 ； y = P 在 （- 00,0) 严格单 
调下降，而在(0, + «) 是严格单调上种的，但在 （- », + 00) 不是单调的.又 
[幻在 （- «,+ 00) 是单凋上升，但非严格单调上升. 


三、函数的周期性 


定义 2.4 设函数 / U ) 在 X 上有 定义. 若存在正数 r >0, 对任意 x € A ：， 
有 x + rGA ：， 且 /U + n =/ u ), 则称 / U ) 是周期函数， t 称为 f ( x ) 的 
周期. 


显然，若 r 是/(幻的周期，则27\ 37\…都是 /(*) 的周期.通常函数 
的周期是指它的最小周期（如果存在的 话）. 

例如 ， y = S iM 的周期是 2 tt . Uinxl 的周期为 ; r . 但并不是所有周期函 
数都有最小周期.例如，狄利克雷函数 


D (x) = 



x 是有理数, 
x 是无理数. 


因为任意正有理数都是它的周期，而正有理数是没有最小（正有理）数的. 

周期函数的图形可将一个周期 t 的图形逐段平移而得到.也就是说只要知 
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道了函数在一个周期上的图形，便可作出整个函数的图形. 


四、函数的有界性 


定义 2.5 设 / U ) 在上有定义.若存在 A />0, 对任意:有 

则称 / U ) 在 X 上有界. 

注意，上式又等价于 

~ M (x) ^ M 9 xG X • 

在几何上，它表示函数 / U ) 的图形完全位于直线-.1/和 7 = 於 之间. 
例如， yn - U ] 在（- *,+ «) 是有界的，因为存在你=丨，使得 

U - I ^ 1, .V 6 ( - »，+ » ). 

事实上从函数的图形明显可知， O ^ r - [: t ] 矣丨. （参见图 2-2). 

命题 2.1 / U ) 在上有界的充要条件是存在4、 fi , 使得 

A (x)^ R , X . 

证明必 要性： 已知 /( O 有界，即 

\f{x) \ ^ M t x^. X, 

它等价于 

- M (x) ^ Af , X. 

取 .4= - A /，B = M 9 必要性获证. • 

充 分性： 已知 


A (x)^B , x^: X, 

取似 = max ( U I , I f? 丨 ） ，则 

即 


1 / (x) I 9 x^: X. 

充分性获证，从而命题证完. 

这个命题很简单，但即使是这样简单的命题的证明，我们也要求读者能把 
它写清楚. 

通常称命题中的/!为 / U ) 在 X 上的下界，称 B 为/(幻在 X 上的上界. 
命题 2.1 说的是， / U ) 在 A ： 有界的充要条件是它有上界且有下界. 

/ U ) 在尤上无界与/(幻在 X 上有界是互相排斥的，两者必居其一.因 
此， / U ) 在 A ： 上无界，即是说不存在於>0,使得对所有的都满足 
1/ U ) I 彡 W . 但是这样的说法不易验证，为此，我们从正面来叙述，或用肯定 
的语气来叙 述为： 对任意 M >0, 都存在〜6尤，使得 I / U q )| > A /. 



例 7 证明/(%) = ^在(0，1)内无界. 

证明对任意对 >0,取〜= ^^6(0,1), 则 

i /(* o ) I =/( 怎0)=丄=从 + i > 财 • 

x 0 

故 / U ) = +在 (0,1) 内 无界. 

读者不妨考虑一下，如果不用无界的这种“肯定语气”，这个题目怎样做？ 

习 题 

1. 证明下列不 等式： 

⑴丨" I 多丨 Ul - | r | |； 

(2) U, + x 2 + — + %„ I ^ U, I -f I x 2 1 + — + | xj ; 

(3) Ul + + ，，# + -*n + ^ I ^ I * I - ( I I + I ^2 I + •*• + I i ). 

2 . 求证 llllU 乂 I + iTT6T- 

3 . 求证. 

max ( a ， b ) = ^ - + ； 

4 . 已知三角形的两条边分别为 《 和6,它们之间的夹角为0,试求此三角 
形的面积 s (8)， 并求其定义域. 

5. 在半径为 r 的球内嵌入一内接圆柱，试将圆柱的体积表为其高的函数， 
并求此函数的定义域. 

6. 某公共汽车路线全长为 20 km , 票价规定 如下： 乘坐5 km 以下（包括 
5 km ) 者收费1 元； 超过 5 km 但在15 kni 以下（包括15 km ) 者收费2 元； 其余收 
贽2元5角.试将票价表为路程的函数，并作出函数的图形. 

7. 一脉冲发生器产生一个三角波.若记它随时间 f 的变化规律为/(0, 
且三个角分别有对应关系/(0) =0, /(10) = 20, /(20) = 0,求/(0(0在 
f <20)， 并作出函数的图形. 

8. 判别下列函数的奇 偶性： 

(1) f ( x ) = ^ + x 2 - \ ; • 

(2) f ( x ) = x + sin x ; 
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(3) / ( x ) = x 2 e ~ * ; 

(4) / u ) = i g u + / TT 7 2 ). 

9. 判别下列函数是否是周期函数，若是，试求其周期. 

⑴ f {x) = cos X 2 ； 

(2) / ( x ) = cos y + 2 sin y ; 

(3) /( x ) = cos 晋 x ; 

(4) / ( x ) = V tan x • 

10. 证明 /( 太） ^在（- 00 ， + °°) 有界 • 

11. 用肯定语气叙述函数/(*)在（^，6)无界，并证明 /( x ) = +在 （0,1) 

无界. • 

12. 试证两个偶函数的乘积是偶函数，两个奇函数的乘积是偶函数，一个 
奇函数与一个偶函数的乘积是奇函数. 

. 13.设 / U ) 为定义在 （- «，+ 00) 内的任何函数，证明 /(*) 可分解成奇 
函数与偶函数之和. 

14.用肯定语气 叙述： 在 （-00, + 00) 上 

( 1 ) / U ) 不是奇 函数； • 

(2) / U ) 不是单调上升 函数； 

(3) / U ) 无 零点; 

(4) / U ) 无上界. 


§2复合函数与反函数 

有了函数的概念后，我们来讨论函数的运算，这样就可以从几个最简单的 
函数出发，通过运算来获得更多、更复杂的函数.函数的加、减、乘、除四则 
运算是大家已经熟知的了，本节主要讨论函数的复合运算和取反函数运算. 

1. 复合函数 

我们已经知道自由落体运动中，速度 t ； 与时间 t 的关系是 

v = gt ， 

而质点的动能为 M = f mt 2 , 这样动能依赖于时间的变化关系为 



或 M = — mg 2 1 2 . 

可见 t ; 在这里起的是桥梁作用.我们称它为中间变最，通过中间变量架起的桥 
梁，将两个函数复合为一个函数. 

定义 2.6 设函数 ： r =/( u ) 的定义域为以， u = g ( x ) 的定义域为 A ：， 且 
y =/( gU )) 是定义在 X 上的函数，称为/与 g 的复合函数， 
有时也记为/ ^称为中间变量. 

定义中条件 g ( X ) C U 保证了/。尽确实能给出一个对应法则.这时对每 
—个都有而/是定义在 （； 上的函数，因而有唯一的： K 与 
gU ) 对应，也就是说有唯一的： y 与 X 对应. 这样就建立了 X 上的对应法则 
f 更一般地，若 gU ) nt /#0, 仍可得到复合函数/。心但这时复合函 
数的定义域不是 X ,而是 X 的一个子集1 = 可见并不是 

任意两个函数都可进行复合而成为复合函数，关键在于它们的复合是否确能给 

出一个对应法则.例如 ， u = g (%) = l + a \ r =/( u ) = yi - u 2 f 显然函数/ 
的定义域为[-1，丨],而 gU )> l ， 因此不可能通过 u 复合为函数. 

例1 设 


/(■*) = 


匕:， 


^(x)=5x + 3. 


求 / UU )) 和 g (/ u )). 

解 / U ) 和 g U ) 的定义域都是（- 1 

/( gU )) 和 g (/ U )). 又5戈+3>1当且仅当 


,所以存在复合函数 


- f , 故有 


5 ^+ 4 , 


f ( gU )) = 


(/u)) = { 


(5x + 3) 2 , x 彡 - 
5 (x + 1) + 3 ， x 


从上述例子可见，一般说来，复合运算并不满足交换律，即/。&#&。/. 


. 反函数 


在匀速直线运动中，有关系式 s = tt ， 这里时间 t 是自变量，路程 S 是因 
变童，由时间可计算出路程.但也会出现这样的情形，即已测得路程 5 ,要求 
推算时间 G 也就是说要求把 s 作为自变量， r 作为因变量.可见自变量与因 
变童往往是相对的.那么什么情况下可以使自变量与因变量相互转化呢？这就 
是反函数的概念. 
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定义 2.7 设 y =/( x ) 是定义在 X 上的函数.如果对值域/( X )的每个 
y , 都有唯一的:使得 / U ) = ; y ， 则这样定义的: t 作为 7 的函数，称为/ 
的反函数，记为 /- 1 ， 即 

厂如果 y^f(x). 

并不是所有的函数都有反函数存在.例如， y ^ x \ 文 e (- 00 , + 00 ) .对 
每个 y >0, 与之对应的: r 不唯一，因为有两个值欠=满足 y = ^, 因此不 
能确定从(0， + 00) 到 R 的对应关系.很容易看出，反函数存在的条件 是：对 
任意〜， X # X ， X 〗卢々，有 /( xj ^/ h ). 也就是说，/在 X 与 /(：¥) 之间 
建立的是一个一一对应的关系.由此得到，若 / U ) 在 A ： 严格单凋.则它一定 
有反函数存在.显然，如果函数/有反函数厂 1 存在，那么 

/ _ 1 (/ ( x )) =太 ，V 太 € 龙， 

/(/• , (r)) = r ， Vye/U), 

其中 “ v ” 是逻辑符号，意指“对任意”. 

函数与反函数，是对应关系为互逆，用什么字母表示是不重要的，但通常 
我们习惯于用 x 表示自变量，用 y 表示因变*.因此 y =/ U >, 的反函 

数仍写为 

r = /"*(*)» xGf(x). 

它与 x ^ r l ( y ) 9 y e /( x ) 

是同一函数，因为对应法则都是 r 1 , 定义域也都是/的值域/( X ). ' 

例 2 函数 y = x 2 , xe ( o , 十 00) 的反函数为 

* =*/y * y€(0, ■f CO ) , 

或 


y = /x , ( 0 , + ® )• 

其图形如图 2-7 所示. 



图 2-7 




在作函数的图 形时； 我们也往往习惯于用横坐标表示自变量，用纵坐标表 
示因 变量. 这时的图形与 y =/( x ) 的图形有什么关系呢？若 U ,6) 
在曲线 y =/ U ) 上，由反函数的定义知，（6，(1)必在曲线7=厂 1 (：0上.而 
(6 3)与（^6)是关于直线 y = x 对称 的点. 因此 y 二厂穴％)的图形与 y = 
/ U ) 的图形是关于直线 y = 对称的（见图 2-8). 这样，由 7 =/(幻的图形 
便很容易作出 y = ru *) 的图形 • 



图 2-8 

命题 2 . 2 严格递增（减）的函数必有反函数，且其反函数也是严格递增 

(减) 的. 

证明反函数存在性是显然的（前面已说过）.设 / U ) 在 A ： 严格递增，要 
证 r 、 y ) 在 /( A 0 也是严格递增的.用反证法.如果不然，存在力， y 2 e 
f ⑴， ri < r 2 , 但厂 Uh ) 多/-，（力），这时/(/-^(广））多 /(/-】（ y2 )), 即 
Jl 5= y-l > 矛盾. 命题 2 . 2 证完. 

习 题 


1 . 设 / U ) = t ， 求证 /(/ U )> = %. 

2. 求下列函数的反函数及其定义 域：. 





1 ^ 

4< x < + » . 



3 . 设 / U ), g ( x ) 为实轴上单调函数，求证 /(g U )) 也是实轴上的单调 
函数/ 

4. 设 


/U) = {： 


:山)心, 


在0, 


求复合函数 /( gU )), g ( f ( x )). 

5.设 肺烏 ，求处 


•)U>. 


6•设/(；0=丨1 + %丨-|1-：«丨，试求(/。/ 


•设 /U) = r ^, 求/(/(太))，/(/(/(太)))， 


§3初等函数 


有了函数的四则运算和复合运算，我们可以从六种函数出发，通过运算来 
获得更多的函数，这六种函数是常值函数，指数函数，幂函数，对数函数 ，三 
角函数和反三角函数.称它们为基本初等函数. 

函数若是由基本初等函数经有限次的四则运算和复合所得到，则称为初等 
函数.否则，称为非初等函数.因此，首先必须熟悉基本初等函数的性质及其 
图形. 

(1) 常值函数 

y = c , ^6(-®, + ®) 

在本章§ 1例6已介绍过. 

(2) 指数函数 

j = a* , - ®, + ®) (a > 0, a 76 1). 

函数的值域是 （0， + «〉，图形总经过点 （0，1). 当 a > l 时，函数严格单调 

上升； 当 0< a < l 时，函数严格单调下降. 〆 与(士)*的图形关于 y 轴对称 

(见图 2-9). 

(3) 对数函数 

y = \og a x , 太 6(0，+ ») (a >0,a ^ 1). 

对数函数与指数函数互为反函数.因此由指数函数的性质立即知，对数函 
数的值域是 （_ 00，+ »)，图形总经过点（1，0),当（2>1时，函数严格单调上 
升； 当 0< a < l 吋，函数严格单调下降. lo g ( r t 与 logh 的图形关于: t •轴对称 

a 

(见图 2-10). 



(4) 幂函数 


y = * 其中 /i #0. 


幂函数的定义域根据//值的不同而不同•当 pz " 2 ■是有理数时（其屮 p , (/是整 

• q 

数，且互素），其定义域见 下表： 



p_ 

q 

定义域 

/i >0 

分为奇数 

(-«,+ «) 

? 为偶数 

[0, + » ) 

f2<0 

9 为奇数 

(- » ,0)11(0, + ® ) 

<7 为偶数 

(0, + 00 ) 


当户 是无理数时，^定义为# = 10^ \故定义域为 （0, + 00). 可见不论 
户（#0)为何值，幂函数，在(0, + 00) 总有 定义. 

当 x >0 时，#>0,故此时函数的图形在第一象限，函数的图形总经过点 
(1，丨），当 p > o 时，函数严格单调 上升； 当 ；/<() 时，函数严格单调下降.函 

数，和 d 互为反函数，图形关于直线对称（见图 2- 11和图 2-12). 













§3 初等函数 


27 


(5) 三 角函数 

正弦函数 y = sin jt , ( - « , + oo ) ； 

余弦函数 y = cos x t %€( - »,+ »)； 

正切函数 y = tan x , x ^ kn + 9 Ar =0,± l ，±2, …； 

余切函数 y = cot x f x ^ kn ， A : = 0, ± 1 ， ± 2 ， ••• • 

这些函数都是周期 函数. 正弦和余弦函数的周期为 2 tt , 值域为 [-1,1]. 
正切和余切函数的周期为 7 C , 值域为 （- 00, + 00), 它们的图形如图 2- 13和 
图2 - 14所示. 

注意，在微积分中，三角函数的自变量 ; c 一般总是用弧度. 




(6) 反三角函数 

因为三角函数不是一一对应的，因此我们只能分别在它们的一个严格单调 
分支上来讨论反函数. 

反正弦函数 y = arcsin x , jG [ H ]; 

反余弦函数 y = arccos x , : €[-1,1], jG [0,7 r ]; 


第二章函 数 


反正切函数 y = arctan x , xG ( - ®,+ ®), | - y * y )； 

反余切函数 y = arccot x , ( - ® ，+ ® (0,7 r ). 

反正弦和反正切函数在定义域内严格单调上升且是奇函数，而反余弦和反 
余切函数在定义域内严格单调下降.它们的图形分别见图2 - 15〜图2 - 18. 






例1 parctW* 是初等函数，定义域是 （- 00 , + 00 ), 值域是 (0 ，号 ). 

函数在定义域内是严格单调下降的，这是因为2-* = (士)*是严格单调下降 
的，而 arctan 太是严格单调上升的. 

例2 作出函数 7 =如（2:^ + 70的图形. 

解 sin [2( jt + tt ) + 7 t ] = sin (2 x + 7 r ) = - sin 2 x . 

故函数是以 it 为周期的周期 函数. 先作 sin 2 x 的图形，然后将图形绕 x 轴旋转 
180°,即得所要作的函数图形（图 2-19). 

例3 



x^O, 
x <0 9 


它在每个分段上都是初等函数，但它不是初等函数，这点以后可加以证明. 






图 2-19 


习 题 

1. 对下列函数分别讨论函数的定义域和值域，奇偶性，周期性，有界性, 
并作出函数的 图形： 

(1) y = UI ; (2) y = x - U ] ; 

(3) y = tan \ x \ ; (4) y = V x (2 ~ x ); 

(5) y = sin 2 x ; (6) y = | sin a : I + I cos x \ . 

2 . 若已知函数 y =/( 幻的图形，作函数 

y \ = 1/(太）1， y2 =/( -太）， r 3 = -/(-*) 

的图形，并说明 yi , y 2 , >^的图形与 y 的图形的关系. 

3. 若已知 / U ), g U ) 的图形，试作函数 

y ^\[ Hx )^ g ( x )±\ f ( x )- g ( x )\] 

的图形，并说明 y 的图形与 / U)、g (: T ) 图形的关系. 

4. 作出下列函数的 图形： 

(1) y = xsin x ; (2) y = sin 丄. 

5 . 符号函数的定义是 

1， x >0， 

y = sgn x = 0， ： t = 0， 

- 1， * < 0, 

试分别作出 sgn x , sgn (2 x ) 9 sgn (太 - 2) 的图形. 

6. 作出下列函数的 图形： 


( 1 ) y = sgn cos x ; 


(2) ” 


第三章极限与函数的连续性 

本章讲述数列的极限、具有连续变量的函数的极限以及函数连续的概念. 
极限的概念与技巧将贯穿全书，本章只是一个引论，以后将逐步深人.因此， 
在本章中只要求读者对极限在直观了解的基础上，能正确叙述不同变化过程的 
极限定义，并用于证明极限的四则运算与不等式运算.本章的重要结论之一 
是，初等函数在它的定义域内都是连续的. 

§1极限问题的提出 

17世纪建立的微积分，已有了较为一般的槪念，更重要的是提供了一套 
关于连续变量的崭新的算法，从而成为解决天文、力学、光学与技术问题的重 
要 工具. 但那时的微积分，只能说是直观的微积分.因为它的一些基本概念并 
不确切，甚至逻辑推导前后矛盾.例如，微积分的一个最重要的概念——微 
商，它反映了一个连续《对另一个连续跫的“瞬时变化率”，其概念就很不确 
切，逻辑推导前后矛盾.牛顿当时把 连续贵 称为流嬡，把变化率称为流数（把 
自变 a 理解为时间）.例如把自由落体的路程看作流锨，流数就是瞬时速度.用 

今天的符号，牛顿当时推导流数的方 法是： 对自由落体的运动规律 s = | 皮 2 , 
给时间 t 一个微小的改变 /i ( 他称之为瞬—— moment ), 则平均速度为 

士 汉(《 + /i) 2 -Jgt 2 

I - 

然后令 / i =0, 便得瞬时速 度炉. 凭着类似的推导，微积分的演箅系统建立起 
来了.但这里的瞬 / i 究竟是什么？贝克莱 （ Berkeley , 1685—1753) 就筲指出这里 
有逻辑错误.因为在计算平均速度时，要用/»去除，必须假设 / i / O . 但为最 
后得到瞬时速度，必须令 fc =0, 才能算出炉. / i 非零又是零， A 到底是什么？ 
难怪贝克莱讥讽说这是“消失的量的鬼魂”.这个问题困惑了数学家很长时间. 
达朗贝尔认为说清楚这点，应该用极限，但他并没有把它说清楚.拉格朗日企 
图用代数推演的方法逃避这个困难，但这脱离了微积分的物理意义，很难应 
用.直到19世纪柯西才真正用极限的槪念把它基本说清楚，而魏尔斯特拉斯 
最终用的语言，彻底解决了这个困难，从而推动了近代分析的蓬勃 
发展. 

极限最早的观念，在国外有所谓“穷竭法”，在中国有所谓割圆术，即把 



§2 数列的极限 


31 


圆近似地割成边数很多、边长很细的正多边形来计算圆面积.魏晋时代的刘徽 
就 说过： “割之弥细，所失弥小，割之又割，以至于不可割，则与圆周合体而 
无所失矣”.后来，和微积分同时产生而用得很多的一种运算，就是无穷多项 
相加 . 

+ a: + …+ a n + …. 

怎样理解这先穷多项相加？这只能理解为有限项相加，但越加越多，最后看它 
的变化趋势，这就是所谓的数列极限.把数列极限的思想用来观察求瞬时速度 
的推导，就是把 A 看成越变越小而且无限地变小（但不为零），来研究平均速 
度的变化趋势，从而建立一套从平均速度求瞬时速度的计算方法，这就是所谓 
的函数极限.今天，我们学习微积分，当然不必重复历史的过程，而可以从严 
格的极限概念开始，严格地讲述微积分的概念、演算及应用. 

下面我们先从数列极限人手，然后讲述函数极限，再用函数极限，.给出函 
数连续的槪念，并最后证明，一切初等函数在其定义域是连续的.从下一章开 
始转人微积分. 


§2数列的极限 


定义 3.1 定义域为正整数的函数称为数列，记为 U „|. 即有、 =/( n ), 
n € N+ • 

h 是数列的第 n 项，表示函数在 n 处的函数值，而 U „ l 则表示数列.由 
于正整数有自然的顺序，故数列也可以写成 


戈 |，太2，*3,…，尤 n ，.". 

这也是数列的一种表示. 

\也叫做数列的通项，我们经常可以通过给出第 n 项 的显式来给出一 
个数列. 


例如 


*« = 士，写出来就是1,+，+，士，…; 


(一 1广 



写出来就是-1，+ ,- 士,+， 


写出来就是 2 m , …; 
n 2 3 4 

x n ^ n 2 , 写出来就是 1 ,4,9, 16, …； 


^ = 1 + (-1)" ,写出来就是0,2,0,2,-. 
也有些数列的通项不能用显式表示出来. 

例如， c 是无理数，它可用无限不循环小数表为 


c 0 .C| w“. 
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令％ = Cq . CK 2 - C „, 这样定义的数列丨^1，一般说来，它的通项不能用显式 
表示出来. 


数列也可以用递推的方法给出，例如， a 0 = 0, a , = 1, 


n = l ，2, …就定义一个数列，它的前六项是 


0，1，+，+， 


5 11 
8 *16* 



1. 极限的概念 

根据§1问题的提出，我们要研究数列的极限，就是看当 n 无限增大时， 
%的变化趋势如何.换句话说，看是否存在一个常数 a , 当 ri 无限增大时， 
、的值无限地接近 a . 在回答是肯定的情形下，就可以说1%1的极限是 a . 

我们来看前面提出的几个例子. 

例1 容易看出，当 n 无限增大时，\无限接近于0,因而％ 

的极限为 0. 

例2 x n = ^^. 当 n 无限增大时，它的值时而为正，时而为负，但总 
的趋势仍然是无限地接近于0这个数，因此％的极限也是 0. 

例3 % = .即 

2 1 A A 

Z ， 2，3，4 ’ 

当 n 无限增大时， &越变 越小，无限地接近于丨，因 此&的 极限是 1. 

例4 % n = n 2 . 当 n 无限增大时， n 2 也无限增大，并不无限接近一个常 

数，因此说它没有极限. 

例 S % = 1 + (-1广.它在0与2两个数中不停地跳动，也不是无限地 
接近一个常数，因此也没有极限. 

现在我们可以来分析一下，一般地说，当 n 无限增大时，％无限接近于 
a ， 确切的意思究竟是什么？ 

两个数接近的程度可以用它们的差的绝对值（在数轴上，就是这两个点之间 
的距离）来衡量.因此，以\ = +为例，说、与0很接近，即 是说％ 与0的 
距离-0|很小.例如 

当 n>2Bi,\x n -0\ =丄<+， 

n L 

当 n >3 时， | x „-0| =丄<+， 

n d 


101 102 
•Too^Toi 
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当 n > 汊时 ， 丨 一 01 =士<士. 

t 面左边一列是 n 增大的程度.相应地，右边一妁是\与0的接近程度 .n 
增大的程度不同，则与0的接近程度也不同. n 只要大到比 yv 大，就可以 

保证％与0的距离小于直观形象地说，如果把数列 

从第 yv + i 项起后面的所有项叫做数列 u „ l 的尾巴，则尾巴中的每项与0的距 
离 都小于 

我们已经看到，对于足够大的 yv 之后的所有 n , 可以使 U „-0| 小到一定程 
度，但还不能说明-0|无 限小. 如何反映“无限”二字呢？我们说当 n 无限 
增大时，％无限接近于0,即是说\与0的距离丨、-0丨可以任意小，只要 n 
足够大 U >/ V ). 可见“无限"能用距离的任意性来反映 .. 即对于任意的正数 e ， 
不论它多么小，只要 iV 足够大，对于所有的 n > N , 都能保证 -0| < e .亊 
实上，要使 

- 0 | = — < £ , 
n 

只要 n >|. 故取 / V = l +厂则对大于/ V 的所有 TF 整数 n ， h 式总成立. 

将上面的语言抽象化，便有下面的定义. 

定义 3.2 设|%1是一数列， a 是一实数.若对于任意给定的正数£，存 
在正整数/ V ，当 n > yv 时，都有 

\ x n - a \ < e , 

则称 a 是数列 U „1 当 n 趋于无穷时的极限，或称数列收敛，且收敛于（ I ， 
记为 

lim x n - a ^ 

If • 

或 x n ~^a ( fi —® )• 

没有极限的数列称为发散数列. 

从几何上看，数列 U n l 的极限为 a , 是指任意给定以 a 为中心的区间 
( a - e,a + 6), 必然从 某项以 + | 起，后面的所有项都落在区间 U - + €) 

之中.换句话说，数列 U „1 至多有/ V 项 〜， x 2 , …，&落在区间 U - e,fl + e ) 之 
夕卜（见图 3-1). 这就是数列极限的几何意义.由此也可以看出，数列的前有 
限项并不影响数列的收敛性和极限.即添加或修改数列的有限项，并不影响数 
列的收敛性与极限. 
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a-e _ 3 f _ 

~X~ X U*\ X N*l a X N*1 X l X 

图 3- 1 

定义中描述数列极限的语言称为 e - W 语言.正数 e 用来反映％与《的接 
近程度，而 e 的任意性就反映了\与^可以任意接近，或说无限接近 / e 是任 
意的，也是相对固定的.对每一个固定的 e >0, 相应地有一个 ； V , / V 是随 e 
的变化而变化的.一般地说， e 越小则 ; v 越大. / V — 旦存在则不是唯一的，不 
过重要的是 yv 的存在性，而不是 yv 取什么值. • 

定义 3.3 极限为0的数列称为无穷小 ft . 

值得注意的是无穷小量是一数列，而不是一个很小的常数.由极限定义显 
然有， U „ l 以 a 为极限等价于数列 U „- al 以0为极限.我们把它写成下面的 
命题. 

命题 3.1 U „ l 的极限为 a 的充要条件是是无穷小童. 

数列极限定义本身并没有给出求极限的方法，但它却深刻地描述了数列趋 
向极限的变化过程.当估计出数列的极限后，可以用定义来验证估计的正确 
性.下面举例说明. 

例6证明 lim -~ = 0 (p > 0). 

TV 

证明对任意给定的 e >0, 要使 

I 士 -° l = 5 <e ， 

I I 

只要 n >(+)' 取 W =[(+) P 1 +1 , 则当时，有 

1-7-0 < 6 . 

I n p 

故 { + } 的极限为 0. 

例7设 | g 丨< 1,证明 lim q n =0. 

颺一》 

证法1 若（？=0,结论显然成立.故不妨设 <7#0.对任意给定的£>0, 
不妨设 e < l , 要使 

\ q n -0\ = |«7 n l <€, 

fll 山 I < lg €, 

、 lgC 

a > -- • 

l g 9 


即 

只要 




令卜 [^卜 1 ， 则当 o ㈣ ，有 M 化这就证明了， "= 0 . 
证法2不妨设由 UI <1知存在 a >0, 使得1^1=+，从而 



对任给的 e >0,要使 ly 丨< e, 只要放大后的+ <e. 因此取 yv = [士]+ 1， 
则当 n>；V 时，有 

I 9° - ° I = Ul "< l < e . 

an *■ 

这就证明了 Um ( f =0. 

从前面的例子可见，整个证明过程实际上是找 yv 的过程，采用的是反推 
法，即从 1 %-al <£出发，看满足条件的 yv 是否存在.我们只要找到一个就 
可以了，不管用的是什么方法.证法2用的是适当放大法，它将 ly - o | 适当 

放大到1,使我们很容易找到 yv . 当然放大要适当，要保证把 U „- a 丨放大以 
an 

后仍然是无穷 小窗. 下面再举几个适当放大的例子. 

例8 设 a >0, 证明= 

证明 若《 = 1,结论显然成立. 

设 a > 1 . 记冗=1 + (»„ ( a n > 0) ， 则 

a = (1 + o n ) n = 1 + na n + ••• ■¥ a n n > na n . 

因此 I - 1 丨 =a n < 1 • 

n 

对任意给定的 e >0, 不妨设 e < i , 取则当 n >/ V 时，有 

|*7 a - 1 I < . 

n 

最后设 0< a < l . 这时存在6>1使《=+,因此 

由于 = 故对任给 e >0, 存在/ V ，当 n >； V 时，有 

« 

iva - 1 I < 1 1 - -76 I < e. 

这样，我们证明了当 a >0 时，总有 lim 石 =1. 

例 9证明 丄： =1. 

• n - n - 2 
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证明当 n >4 时 


-n - 2 


对任给的 e >0,取 ；V = 


-w - 2 I n 2 - n - 2 2 

n 

， 1+1)， 则当 《>/ v 时 
n 2 + 1 , I 4 

^rrr 1 丨 


r 二 n 2_ 卜广 • 

研究数列的极限，就是要从数列出发，把它的极限求出来.可见从数列到 
极限，也是一种运算，但它同第一章讲数系时的运算很不同.那时是从两个数 
(或有穷个数）出发求一个数，例如从 （2 和6求(2 + 6.求极限则完全不同了， 
是从一个数列，即从无穷个数出发，求一个数.从无穷个数到一个数，这就是 
极限运算的特点.正是由于这个特点，使极限的计算变得十分复杂.因此，人 
们需要有一个一般的准则来检验计算是否正确.当然，这个准则不仅在检验一 
些具体数列的极限时是重要的，而更重要的是它对理论上的推理是必不可少 
的.这个准则就是极限的 e - / V 定义，它是人类经过漫长的时间才抽象出来 
的.我们并不要求读者立刻全面地理解，只希望读者在今后的学习过程中，通 
过大摄的反复的应用逐步地掌握它. 

2. 极限与四则运算及与不等式的关系 


下面我们要来寻找求极限的方法. 

回忆学算术的过程，我们可以计算任何两个数的乘法.为什么呢？实际 
上，我们所掌握的，一是九九表，二是一套进位规则（当然还包括小数点的计 
算）.何谓进位规则？其实说的是加法与乘法的分配律，也就是加法与乘法的 
运算次序可以 交换： 

a(b + c ) = ab + ac . 

例如， 26 x 8 = 208, 是这样计算出 来的： 

2 6 
x 8 
4 8 
16 0 
2 0 8 

实际上根据的就是加法与乘法可以交换 次序： 

26 x 8 = (20 + 6) x 8 = 20 x 8 + 6 x 8 = 160 + 48 = 208. 




§2 数列的极限 


37 


因此，我们希望能学会求更多数列的极限，自然就会问，对极限这一新的运 
算，它和别的运算间是否也有类似的规律？事实上，并非所有的运算都具有类 
似的性质.例如等式 

V a + 6 = v^a + V b 

就不是永远成立的，即开平方运箅与加法运算并不能交换次序.若能设想这等 
式成立，开平方运算就会变得简单得多了. 

极限是对无穷个数进行的运算，它和四则运算的次序能否交换？幸好，回 
答是肯定的.当然，这是需要证明的，因为极限运算是一种崭新的运算. 

定理 3.1 设 lima: n = a , lim = 6 ,则 

i ) Yux \( x n ± y n ) = a ± b ; 

* 

ii ) lim ( x n y n ) = ab ; 

oo 


iii ) lim ^ ( b y ^ O ). 

"-•Jn b 

定理 3.1 表明两数列对应项的代数和（积 、商） 的极限等于极限的代数和 
(积、商），因此实际上说的是极限运算和四则运算次序是可以交换的.我们可 
以把定理 3.1 写成 


lim ( x n ± y n ) = lim x n ± lim y n ; 

n - •齡 H— •* II - • 

lim ( x n y n ) = lim x n • lim y n ; 


r 

i. x n h— » 

lim — = T ： - 

---Xn Jn 



值得注意的是，其前提是等式右边的极限都事先假设是存在的. 

为了证明 ii )， 我们将要用到收敛数列的有界性.为了证明 iii ), 又要用到 
极限的保号性.因此，我们先给出这两个性质，再回头来证明定理 3.1. 

回忆函数的有界性定义，知数列 U „| 有界是指存在正数使得 

\ x n \ 


对一切 a 成立. 

定理 3.2 (有界性）有极限存在的数列必有界. 

证明设数列 U „ l 有极限 a . 由极限定义，对4=丨，则存在/ V ，当 
n >7 V 时，有 


因此 UnlsUn-a + alsIh-al + lald + lal . 

令 A / = max ( I h I ,丨 x 2 丨，…，丨 a：yv I ，1 + 丨 a I ) ，则 

\ X n \ y Ti = 1,2,--. 
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这就证明了 U „ l 是有界的. 

推论 3.1 若 U „ l 无界，则 U „ l 发散. 

定理 3.3( 保号性）若 = a >0,则存在/ V ，当 n > W 时，有^^ 

n— « 


证明由 limx n = a >0， 知对 e 0 = |>0, 存在/ V ,当 n >/ V 时，有 

\x n - a \ < y ， . 

从而 ^„> a-y = y >0. 

定理 3.3 证完（见图 3-2). 



O a-e a a+c 


图 3-2 

推论 3.2 设 lim = a , 

i) 若 a <o, 则存在当 n >yv 时，有％ <f<o; 

ii) 若 a#o , 则存在 yv ， 当 fi>yv 时，有 UJ >1|^>0. 

请读者写出推论 3.2 的证明 . 

定理 3.1 的证明 

i) 对任意给定的 e > 0, 由 lim = a , 存在，当 n > 时，有 

\x n - a \ < y. 

由 lifnh=6 ， 知存在 /V 2 ， 当 n>yV 2 B 寸，有 

n— » 

\y n - b \ < y. 

取 /V = max ( /V, ， yv 2 ), 则当 n > yv 时，有 

\x n ± y n -(a ± b)\ 

^ Ua - a I + \ y n - b \ < y + y = e * 

即 \\m(x n ± y n ) = a ± b. 

!1一 》 

ii) 对任意 n , 有 

I x n y n - a6 I = I ^nj n - x n b + x n b - ab I 

彡 I XrJn - X n b \ + \ x n b - ab I 


=\ x n \\ y n - b \ + \ b \\ x n - a \ . 

任给 e >0， 由1^11\ = 0 与1〗111 ； ^=6,以及定理 3.2， 知存在 Af >0, 使 

II 一 « • 一 ® B 

I 太„ I 矣 W , n = 1，2,…， 

同时存在％，当时，有 

卜 "- al < 2(rfci 石 >’ 

并存在 yv 2 , 当 / i > yv 2 时，有 

令 N = max ( N 、， N 2 )， 则当 n>；V 时，有 

I x , j n - a 6 | ^ | | y B - 6 | + | 6 | U n - o | 


<A/ ^ + IM 2( u 6 r + i ) <£ - 

这就证明了 liin x ^ f n = ab . 

A — « 

iii ) 由 limy „ = 6#0, 裉据推论 3.2, 存在 ； V ,, 当 n > 时，有 


从而当 n > / V ,时有 


Ijnl >半>0, 


1 bx n - ay n 1 \ b \ \ x n - a \ ■¥ \ a \ \ y n - b 

IT ^ 


已知 limx n = a 和 1—%= fc , 由极限定义，对任意给定的 e >0, 存在 iV 2 ，当 

II ••餐 !!-• • 

n > /v 2 时，有 


x n - a 


存在 W 3 ， 当 n >/ V 3 时，有 


卜"- fc |< 4( d ，. 

令 I ^ maxdl ^，!^)， 则当 n>；V 时，有 


Jn ' 


Ijk-al + 7^ I rn - 6 1 



这就证明了 = f • 

"--Jn ^ 

当％ = c 时，我们由 ii ) 得到下面的推论. 
推论 3.3 若 limy „ = 6, c 是常数，则 
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lim ( cy n ) = cb . 

* 

在定理 3.2 和定理 3.3 的证明中， e 不是任意的，而是取定了某 £() ，4不 
变才能保证 7 V 固定不变.而在定理 3.1 的证明中 e 都是任意的.请注意区别 
什么时候可以取定而什么时候 e 必须是任意的. 

由定理 3.1 的 i ) 以及 ii ) 立即可知，无穷小量的代数和、积仍是无穷小 ft . 
对于积，我们还有下面的结论，它对求极限是很方便的. 

定理 3.4 若 U n i 是无穷小量 ， I 是有界数列，则是无穷小量. 
证明对任意给定的€>0,首先由 lyj 是有界数列，知存在 M >0, 使得 

I 丨彡 Af , n = 1 

其次由是无穷小量，知存在 ； v , 当 n > yv 时，有 


< M 

因此，当 n > ; v 时，有 

\ ^M\x n \ < 6 . 

定理 3.4 证完. 

例 10 ^ lim —sin n . 

«-•• n 

解因为而 UinM 是有界数列，所以 

lim 丄 sin n = 0. 
n—• n 


例 11 求 li 


4 n * 


— 2 n ^ + 5 n -6 


解 


4n' 


4 


«• "T 91 T 1 1# 91 

lim—2 -- = lim --- — 

*-*2n + 5n - 6 ••- o 

n n 2 

lim(4 + 七 ) 4 4 - lim- 


lim ( 2 + — - A) 2 + lim — - lim 乌 

更一般地，若 aQ #0, 6 0 ^0, k 9 / 是正整数， A 彡 /, 则 

a 0 n k + a { n k ~ ] + ••• + a k 


= 2 




bi 
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a 0 

bo, 

0 , 


k = I ， 
k < l . 


下 曲研究 极限运算与不等式的关系. 


定理 3.5( 保序性）若 = lim y n = b 9 且 a >6, 则存在 ； V , 当 

行> yv 时，有太„ > > v . 


证法 1( 用定理 3.3 的证明方法）对 h = 由&% = a , 知存在 

N { ， 当 n > yV , 时，有 



则有 ^ Y ^< x n . 

乂由 = 知存在 N 2 , 当 fi > yv 2 时，有 


则有 y n < — 

令 /V = max ( AS , iY 2 ), 则当 fi>/V 时，有 


定理 3.5 证完. 





图 3-3 

证法 2令〜=\-;^，则 

lim z n = lim (太 n - ) = a - 6 > 0. 
由定理 3.3, 存在/ V ，当行>~时，有 



即 ^> Jn . 这又证明了定理 3.5. 

值得指出的是，证法1用的是定理 3.3 的证明方法，证法2用的是定理 
3.3 的结论.用定理的结论，和用定理的证明方法，是不同的两回事.对一个 
定理，既要学会用它的结论，也要学会用它的证明方法，这是以后学习要注 
意的. 
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定理 3.6( 极限不等式）若对任意正整数 n 有、 在：^，且 limx „ = a ， 

n 一* 

lim y n = b ,则 a 彡 6 . 

证明用反证法.如果不然，设《>6,则由定理 3.5, 存在 ； v , 当 n>yv 
时有^ »> y n ， 与假设条件矛盾. 故必有 a 彡 b . 

注意到数列的前有限项并不影响数列的极限，因此定理 3.6 的条件可以减 
弱为“存在/ V ,当71>~时有〜矣^”. 

如果将条件 “ x „< y n ” 改为并不能得到 a < fc 的结论.例如 

71 — 1 W + 1 / n 

了< 丁’ ^ 

lim ZL ^= 

*-• • n H -* « n 

可见结论也只能得到定理 3.6 表明，在极限存在的前提下，可以在不 
等式两边取极限，但千万不要忘记“带上等号”. 

用上面的方法，我们实际上已证明了极限的唯一性，即一个数列不可能有 
两个不同的极限值. 

定理 3.7( 唯一性）若数列有极限存在，则极限是唯一的. 

证明用反证法.如果不然，设 U n l 有极限 a 和 a ^ b ， 不妨设 a <6. 


对 e = ^^>0, 存在％,当行>乂时，有 


+ b 
2~ 9 


同样存在 yv 2 , 当 0 >%时，有 


2 • 


故当 n 


(%,〜 2 )时，有 


= 6 - e = 


这是不可能的，这就证明了极限的唯一性. 

定理 3.8( 夹迫性）如果对任意正整数 n ， 有 

x n ^ Yn ^ * 

且 lim = lim 2 n = a ,则 lim y n 存在且等于 a . 

证明对任意给定的 e > 0，由 lim \ = lim z n = a , 存在，当 n 
有 

\ X n - a \ < e , 

EP a -€< x n <a + e . 

存在 W 2 , 当0~时，有 


/ V ,时 





-a I < 6 , 


则当 n >/ V 时，有 

a -€< x n ^ y n ^ z n <a + €, 

即 1 - a I < e • 

故 lim y „ 存在且等于 a , 定理 3.8 证完. 

，例 12 & x n = 7 A n + B n , 其中 /4> fi >0, 求证 = 


证明由于 


A = y~A n ^ VA n + B n ^ ^2A n =-72/1 
lim ^2^ = \ u A = A , 


由定理 3.8 即得 limv'Y ^ B n = A . 

例 13 证明 = 

证法 1 当 n>l 时，^ >1, 令 ^ = l + h n ，其中 / i n >0 .这时 


=(1 + h n ) n = \ + nh t 


V ^ 2 + . 


- 1 ) 


因此 



•故 


= 1 + /*„ 


VS- 


已知 


迦 ( 1 + 7S) = 1 + ^f^r 1 ， 


由定理 3.8 得 limK = l . 

证法 2 i n > l 时，由平均值不等式得 

1 <^n = yj Vn m V~n * 1 


々心』 ■二 2 = 知一 j _, 

n -fn n 


以(秃 + 1 D =1 ， 


由定理 3.8 得 lim = 1. 


回忆函数单调性定义，我们说数列 U „ l 单调上升（下降），是指 
多％ ♦丨） 对一切 n 成立. • 
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定理 3.9 单调上升（下降）有上（下）界的数列必有极限存在. • 

证明设数列 U „| 单调上升有上界.令 B 是 U „ i 全体上界组成的集合， 
即 

B = \ b \ x n ^ b i y i n \ 9 

而 A = R \ B , 

则 / Ufi 是实数的一个 分划. 事实上，由 UJ 有上界，知 B 不空.又 U „! 单调上 

升，故: -16/1, 即空.由 4= R \ B 知，4, 不漏. 又对任给 aG /1, 

则存在 ^ a < x n 矣6,即不乱.故 / Ufl 是实数的一个分划. 

0 

根据实数基本定理，存在使得对任意任意有矣 6. 
下证 hmhscr . 亊实上，对任给 e >0, 由于 a - e 64, 知存在 N , 使 

a -€<^, 又 UJ 单调上升，故当 n >/ V 时，有注意到 a + 
y € 便有:故当 n > yv 时有 

€ 

a - e<*„^Q + Y ， 

于是 I h - a 1 < e . 

这就证明了 lim = a . 

显然，°单调下降的情形同样可以用上述证明方法给出，但也可以用上述结 
论 证明. 事实上，若 U „ l 单调下降有下界，令- %,则 I 就单凋上升 
有上界，从而有极限.设极限为则 

lim = lim ( - y n > = - lim y n = - a . 

« 一《 颺-•壽 n-^ * 

定理 3.9 证完. 

定理 3.9 是只断言极限存在.而没有给出如何计算极限的第一个定理.但 
即使只给出极限存在，有时已能提供计算的方法. 

例 14 设 

^1 = V2 , x 2 = 2+^2 , 

太 n ♦ 1 = \/2 ^x n = V 2 + \/ 2 + …+72 , n = 2,3,…， 

求1%1的极限. 

解 显然 U „ l 是单调上升的，下面用数学归纳法证明 U „ l 有上界.显然 
x { = V 2 <2. 若 \彡2,则 

«n + i = s/ 2 + x n 彡 \/2 + 2 = 2. 

故！^1单调上升有上界，从而必有极限.设极限为^，由 

x 2 n + , = 2 + , 




令； i — ® ，即得 a 2 = 2 + a . 解得 a = - 1 或 a = 2 • 由于 x n 彡 5 ，故必有 
a 彡 V ’2 • 舍去 a =- l , 得 a =2, 即 lim x n = 2 . 

颺 —《 

通常我们称定理 3.9 为单调有界原理，它的意义在于给出了数列极限存在 
的一个判别方法.与极限定义相比，它并不需要预先估计极限值，相反，如上 
例表明的，有时在用它证明了极限存在的情况下，通过极限的运算可以方便地 
求出极限值.但务必注意，在这里极限存在性的前提是非常重要的.考察数列 
\ = (-1广，显然的极限不存在（本节习题 10), 但它满足 ^ + 1 = - 
令 n — oc 两边取极限，便得 a =- a , 即 a =0. 这显然是荒谬的结果. 

最后，我们用单调有界原理证明一个重要数列极限的存在性. 


^ 15证明数列 {(1 + 士)^的极限 存在. 

证明先证 {(14 •士)°}是单调上升的，即证 

V( , + i) n …士 • 


由平均值不等式即得 




( i+ i) +i 


再证 {( i + 士有上 界. 我们试图证明(丨+士)"< 4 ,即要证 
此式当 n = l 时显然成立，当 n > l 时，由平均值不等式即得 




•1 矣 


y + y + (n - 2) 


故由单调有界原理知 h(l + 士)°存在. 


通常我们记这个极限为 e , 它是一个无理数，用前几位小数表示即为 


巧」 1 + 士厂…2.7_卜. 


称以 e 为底的对数为自然对数，记为 U > g ^ = l n . t . 为什么称这是“自然对 
数”，读者学到后面便会明白. 
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3. 无 穷大置 

在发散的数列中有一种特殊的数列，就是当 n 无限增大时，也无限增 
大，例如 U 2 | 和 1( -2)"|. 我们称这种数列为无穷大量.仿照数列极限的 
e - yv 语言，我们给出无穷大量的严格定义. 

定义 3.4 设 U „! 是一 数列. 若对于任意给定的 G >0, 存在正整数 yv ， 当 
n > yv 时，有 U „|> G , 则称是无穷大 tt , 记为 



值得指出的是，尽管这里仍沿用记号 lim 〜= 00,同样我们也常沿用说法 

n 一家 

“ U „ l 的极限为00”，但这仅仅是为了书写和语言的方便，并不意味着 U n 丨收敛 
和的极限存在，我们说 U „ l 的极限存在，指的是极限值是一个数. 

从几何上看，无穷大 蛩是指 任意给定区间 [- c , c ], 必然从某项 w + 1 起， 
后面的所有项都落在区间 [- C ， G ] 之外.换句话说，数列 U „ l 至多有/ V 项 
X \ , x 2t " 9 fXy 落在区间 [- G ， G ] 之中. 

例16址明 U „| =丨 （ - 2广|是无穷大 ft . 

证明对任意给定的 C >0, 不妨设 C >2, 要使 

U„l = 1(-2 广丨 =2"> C, 

即 n\n 2 >ln G , 

只要 n >1 t ^ 令〜 = 1^|1，则当时，有 l (-2) M > G ， 即 U n l 是无 
穷大董. 

类似地我们可以给出 * 和 lim 、= - 00的定义，分别称为|^丨是 

正无穷大量和 U „| 是负无穷 大量. 例如， limx „= + 00定 义为： 对任意给定的 

c > o , 存在 yv ， 当； i > yv 时，有 c . 

显然，若1&|是正（负）无穷大量，则必是无穷大 fi ; 若是无穷大量， 
则 IU n || 是正无穷大量. 

例 17证明 lim n 2 = + oo . 

n 一 • 

证明对任意给定的 G >0,’ 不妨设 C >1, 要使 n 2 > G ， 只要 n > v ^. 
取 JV =[^ G] f 则当 n>yV 时，有 n 2 > C ， 故 limn 2 =+ oo . 

I ♦ • 

下面我们列出无穷大最的运算法则和性质. 

1. 无穷大量与无穷小量的 关系： U „ l 是无穷大量当且仅当 } 是无穷 


小 . 




2 •若 U „ l , lyj 是正（负）无穷大量，则 Ih + yJ 是正（负）无穷大量. 

3.若 U „ l 是无穷大量， iy „| 是有界量，则 : t y „| 是无穷大量. 

4•若“ n | 是无穷大量， | y „| 满足： 对给定的5>0,存在/ V ,当 n >7 V 时， 
有丨 yj >5,则是无穷大量. 

请读者完成上述运算法则和性质的证明. 

例 18若 lim x n = a ^0 9 lim ® ,则 lim x n y n = » . 

® « a 一 oe 〆 

证明由 = 则存在 AS , 当 n >7 V | 时，有 

\ x n \ > > 0. 

由 00 , 则对任意给定的 6 '> 0 ,存在 yv 2 , 当 n >/ V 2 时，有 

1 小 t ! t g - 

令 N 二腿…為）， 则当 n >/ V 时，有 

I «nTn I > I r J > c , 

所以 lim ; r n y n = ® ， 

a - •鱗 

例19 证明： lim 足《+ VU oo . 

H -- 3« - 4 

解 由于 lim r ;！ -4 , = 0,利用无穷大 tt 和无穷小研的关系即得证. 

" + n + 1 

综合上例和例11，当 a 。 # 0，60 # 0时有 



习 题 


1. 用定义证明下列数列的极限 为零: 

( 1 ) lim n 2 + ' ; 

* n +1 

⑵ lim^; 
n-* • n 

(3) lim-~; 
n—« n ： 

1 ：_ . n + ( - l) n 


(5) lim (V n + 1 - -fn ); 


极限与函数的连续性 


( 6 ) 

⑺ lim-r (a > 1): 


(8) lim 

* n 

(9) lim 1 — 2 — 

n 

(10) lim (丄 + a' n 

n -* <*>\ tl < 

2. 用定义 证明： 

⑴土& 音 


(2) lim 


V n 2 -k- n 


(3) lim x n = \ t 其中 * n = 


n 为偶数, 
n 为 奇数; 


(4) lim x n = 3 9 


其中％ = 


n = 3k ， 
n = 3k 


n =3 灸 +2. 


U = 1，2,…）， 


3. 用定义 证明： 

(1) 若 lim = a ， 则对任一正整数 A :， 有 lim a n + & = a ; 

(2) 若 lim = a , 则 lim 丨 tz 」=| a 丨 . 反之是否成立？ 

鵡冷* !!-• • 

(3) 若 lima n = a , 且 a > 6,则存在 / V ，当 / i>；V 时，有 a „>6; 

!1一 • 

(4) 若 lim = a ，且《1„>0，则 lim =心 • 

罈- • • 鵡- ♦驊 

4. 极限的定义改成下面形式是否可以？（其中“3”是逻辑符号，表示“存 

) 

(1) V € >0, 3^ v >0, 当 彡 yv 时，有 U „_ a |< e; 

(2) Ve >0, 3〜>0,当行>〜时，有 U n - a |< e; 

(3) Ve >0, 3^ V >0, 当《>5时，有 U „- a |< A/e (M 为常 数）. 

5•若 UaJ 收敛，能否断定1&|、 | y „| 也收敛？ 
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6. 设 x n 彡 a 彡 y n ( n = 1，2,…），且 lim ( - \ ) = 0，求证 

lim x n - a y lim y n - a . 

® h - ♦鬌 _ 

7. 利用极限的四则运算法则求 极限： 

/ 1 x 3n 3 + 2n 2 — n + 1 
⑴ lim 


(2) lim 


-* 2 n 3 - 3 n 2 +2 
(-2) n +3 n 


, ( ^ 2) n .. +3 n ... 


(3) lim 


2 


T 


4 


4 J 


N ? l 0). 


(4) limC^I + 乃 + … 

8 . 求 1 下列 极限： 

⑴ Ji m Jl^ + 2^ + "' + ^uTT)] ; 

⑶ 把 (T^TT 法 T’’. + 7^) 

⑷ 把 (+ + 多 + . 2n_ 

(5) } i m .( l ~ h) cos 

⑹ \\mj 1 - ~ ; 




⑺ 


(V2^2^2 - ^2); 


(8) lim[(n + l) a - fi a ], 0< a < 


(9) 迦 


2 n - 




(11) lim 


(12) lim 7 n\n n . 

9 .证 明：若|^1， U „1 中一个是收敛数列，另一个是发散数列，则1 
是发散 数列； 又问 U „6 n | 和是否也是发散数列？为什么？ 


± b n 
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10 •设％ = (-1广，证明 U „| 发散 • 

11. 若…， a m 为 m 个正数，证明： 

lim V a, n + a 2 n + …+ a m n = max ( a x , a 2 » a n ). 

/I— « 

12 . 设 lima n = a ， 证明： 

/!-• « 

(1) lim ^^= a ; 
b-* * . n 

⑵若 a >0, a n > 0, 则 

13 . 利用单调有界原理，证明 lim % 存在，并求 出它： 

(1) Xi =a/2» x n = sj 2x n _,, n = ; 

(2) =Vc >0, x n = 7 c + , n = 2,3, ••- ; 

(3) x n = (c > 0); 

(4) 戈 0=1 ，戈 n = 1 + , n -1 -， n = 1.2, •••. 

14 . 若戈 fa〉。，yi = 6 > 0 ( a < 6), 


% ♦ i = \/ W ” ， 

证明 ：lim \ = lim 




龙 n + y" 
= ~2~ 


15 •证明：若 <^>0, 且 = / > 1, 则 lima n =0. 

■- -a n ♦ I * 

16. 设 lim = a , 证明： 

(1) lim w • 二 +Q ” _ = a ; (又问，它的逆命题成立否？) 

(2) ga n >0， 贝 U limjaifl ， … a n = a . 

II - ♦羲 

17. 应用上题的结果证明下列 各题： 



(2) lim-Ta = 1 ( a > 0) ; 

!1 一 * 

(3) lim^i = 1; 


(4) lim 


= 0; 
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⑹若 = a ( > 0) ， 则 lim ^ fb n = a . 

« U n n—ct 

18. 用定义证明下列数列为无穷 大量： 

(1) \-J~n I ; 

⑵ U!l; 

(3) iln wl ; 



19 . 证 明： 若 U „ l 为无穷大童， lyj 为有界变童，则 U „± y n l 为无穷大童. 

20. (1) 两个无穷大》的和的极限如何？试讨论各种可能 情形； 

(2) 讨论无穷大 M 和无穷小最的和、差、商的极限的 情形； 

(3) 讨论无穷大量和无穷小量的乘积可能发生的各种情形. 

21•利用&(1 + 士)*=6,求下列极限 •• 

(0 丄)、 

(2) lim ( 1 + — . 

«•*« \ n + 1 / 


§3函数的极限 

我们现在来讨论函数的极限.注意，典型的函数极限模型来自对自由落体 
运动，由平均速度 

(t + h) 2 - jgt 2 
h 

求瞬时速度.也就是说要考察上述的函数（注意， f 是固定的），当 A 无限变 
小时，它的变化趋势，即看它是否无限接近于一个数. 

t 先看到，这个函数在 /»=() 是没有定义的，但至少在包含0的一个幵区 
间 (0 这点除外）有定义. A 不等于0时，有 

士 g (t + fc ) 2 - y ^ 2 J 

- _k - 4 + 士疼 

当 Ul 很小时，左边的函数值与於的差也很小，而且当/ I 无限接近于 0( 而不 
等于 0) 时，左边的函数也就无限接近于於. 

重复数列极限时的讨论，把“接近”、“无限”等语言精确化，便得到一般 
的函数极限槪念的定义. 

定义 3.5 设 / U ) 在 M 点附近（除外点外）有定义，4是一定数.若对任 
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意给定的£>0,存在5>0，当0< U - x 0 | <5时，有 

\f { x ) - A I < e , 

则称 4 是函数 / U ) 当 z 趋于 M 时的极限，记为 

lim f ( x ) = A , 

内 o 

或 f {%)-*• A ( x — x 0 ). 

从定义可知，函数在&点是否有定义，并不影响 ： r — &时函数的极限. 
“当0< 1戈-太 0 | <5 时，有 |/ U )-4|< e ”， 表示对所有欠 €(太 0 -5,太0+5)， 
且:其对应的函数值 / U ) 与定数4的误差小于而 e 的任意性则表明 
上述误差可以任意地小，只要％充分接近以（由5>0的存在性刻画）.这里的 
5充当着数列极限中/ V 的角色. 5依赖于—般说来， e 越小，5也就越小， 
5—旦存在，就不是唯一的.在定义中，我们关心的并不是 <5取何值，而是它 
的存在性. 



图 3-4 

注意到不等式 l / U )-4| <£等价于 4- e </ U )<4 + e ， 函数 / U ) 当 
时的极限为4的几何解释便是（图 3-4): 任给 e >0, 作直线 4- e 和 
A ■¥ e . 这时必存在5>0,使得在两垂线 : t = A ：()-5 与 x = X () + 5 之间所夹的函 
数图形完全落在直线 y = 4 - e 与 y = + e 之间的带子里（外点除外）. 

例1证明 

\g + 九 ) 2 -士 
煦 h = 庐 . 

证明 由于当 / i #0 时， 

1 ~~厂 1 -V 士劝， 

知对任意€>0,只要取5 = 则当 0< UI <5 时，便有 

g 
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\g (< + h) 2 - yg/ 


一 g 1 



这就是 所要证 明的. 

例子表明，有了极限槪念后，牛顿当时视 / i 是0又是非0的矛盾就解决 
了.现在 /I 不是一个常量，而是一个连续变量，它无限接近于0而不等于0, 
在这个过程中看函数的变化趋势，即极限. 

容易看出，把£固定为 r Q , i 己 = 则上述极限也可写成 


i 2 * 2 

lim -;---= gt 0 . 

类似于数列的情形，函数极限也是一种运算，是从函数在 x D 附近（不包括 
^本身）的值去决定极限值 4. 它和数列极限相同之处是，运算也是作用在无 
穷个函数值 / U ) 上.和数列不同之处在于，这些 /( x ) 不能像数列那样‘ “排 
出来”.也就是说，数列极限中的自变 ft 取的是离散值（正整数），而函数极限 
中的自变董则是连续童了. 

例2证明 其中 a >0. 

X - •禱 

证明由于 


V% + V o Va 

对任给 e >0, 取 5 = min (/^，(2)， 则当0< U - a 丨 <5时，有 

va 


即 lim Vi = >/^ • 

例3证明 Iim £ ^ = 3. 

x-l x - 1 

证明•已知 


-3 


=1 


限制 U - 1丨< 1，则1 


2| = U - 

I A ： 3 - 1 


-3 


-2| = | x +2|| x - l |, 

3| 矣 U-ll +3<4. 这时 
<4 U -1|. 


对任给 e>0 ， 取 5 = min(l，+ )， 则当 0< |x-l| 时，有 

<4U-l| <e. 

这就证明了 lim ^^ = 3. 

1 A ： - 1 
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这两个例子用的方法仍然是“适当放大法”.由于： t 是连续变量，我们一 
开始就需要对 X 的变化范围作一个限制，限制以后就能适当放大1/ U ) - 4丨， 
从而能较方便地找到一个 5. 

类似于数列极限，函数极限也有相应于数列极限的一系列性质.其证明也 
是类似的，关键是要找到两者的联系.例如，在数列极限中是“存在 yv ， 只 
要 n >； V ”， 在函数极限中则化为“存在5>0,只要 o < U - m 丨 <8”. 当然， 
有个别地方，函数极限与数列极限是很不相同的，读者应该特别注意. 

定理 3.1’ 若 lim /(; r ) = 4 ， lim g ( x ) = B , Jflll 

内 o 

i ) lim (/( x ) ± g ( x )) = A ± B ; 

ii ) lim ( f ( x) u g ( x )) ^ A ' B ; 

* iii ) lim / = 奋 ( 

卜 *o g \ x ) a 

推论 3.3' 若 Um /(*> = / l , c 为常数，则 
*~**0 

lim [ cf ( x ) ] = cA . 

a ~* x o • 

同数列的情形类似， ii ) 和 iii ) 的证明会遇到困难，我们必须先证明两个 
性质. 

定理3.2 # (局部有界性）若 lim / U ) = / l ， 则存在5>0,使得 / U ) 在 
(: 5, a ： o ) U ( a ： o , a ： o + 5) 上 有界. 

证明由 lim / (文 ）= /!, 对 e 0 = l ， 存在5>0,当0 < U - 〜| < 5时，有 

内 0 . 

\ f ( x )- A \ <1,从而 

\ f ( x ) \ = \ f ( x ) - A ^ A \ ^ \ f ( x ) - A \ + Ml <1+ \ A \ . 

即 / U ) 在（*。-夂外>11 (* 0 ，外+幻上有界. 

定理 3. 2’就是一条与数列极限很不相同的性质.在数列情形，结论是数列 
有界.在函数情形，结论只能是函数在％附近有界（局部有界）.差别的根源 
就在于 x 是连续变量，不能像数列那样“排出来”. 

定理33(局部保号性）若 lim / U ) = 4 >0,则存在5>0，当0< 

…0 

1 太 — x 。 丨 < 5 时，有 /( 太） >*^>0. 

证明 由 lim / U ) = 4 > 0，对 e 0 = 4 > 0，则存在 5 > 0 ,当0 < 

内0 2 

I 丨 < 5时，有 

\ f ( x)-A \ < y . 



从而 /u)>4 - 音 = 仓 >0. 

定理 3.3' 证完. 

推论 3.4 设 lim /(; t ) = 4 . 
z -*o 

i ) 若/1<0，则存在5>0，当0< | n 0 | <5时，有 

f(x)<j<0; 

ii ) 若4#0,则存在 8>0, 当 0< U _： r 0 |<(S 时，有 

\f(x)\ >^>0. 

定理 3.1' 的证明 i ) 的证明是简单的，留给读者，下面只证 ii ) 和 iii ). 
ii ) 因为 

\f(x)g(x)-AB\ = \f(x)g(x)-f{x)B^f(x)B-AB\ 

^ \f(x) I \ g (x) - B \ + \ B \ \f(x) - A \ , 

已知 lim /( x ) = 4 及 lim gU )= 丑，根据定理 3.2\ 存在心 > 0，当0 < 

内0 一 0 

U-^ol <5. W , 有 l / U ) l 矣 A /( A />0 是常数）.又由函数极限定义知，对任 
意给定的€>0,存在5 2 >0,当0< U - mI <心时，有 

|/“)-/» 丨 < 2 - ( 诸 +1 ) ; 

存在5 3 >0，当0< Ulol <6时，有 

\ g(x) - b \ < Yj^j. 

令 则当0< U -% 0 | <5时，有 

\f(x)g(x) - AB \ ^\f(x) \ I g(x) - B \ + I B| |/( * ) - i4 I 


即 lim/ ( 怎 ） g ) = >4 只 . 

,- **o 

iii) 由于 lim g # 0，根据定理 3.3 # ，存在 5, > 0，当 

… 0 

0< U -%1 时，有| 〆 戈 ）|> T > o , 从而 


/⑴ _ 4 | 

g(x) ^ I 


\f(x)B-Ag(x) 

I B i \g(x )I 
gU Ul \g(x)-B\ 

4- ui 2 
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又由于 lim /( x ) = 4和 lim g (: c ) = B ，对任意给定的 e > 0,存在> 0,当 

内。 内 0 

0 < i A ； - ^0 < 5 2 时，有 

\ f{x) - A \ < ^~e; 

存在占 3 >0，当0< U -太 0 丨 <5 3 时，有 

lg(x) - B| < 4(| l f ' ll ) e - . 

令 则当0< U -* 0 | <5时，有 

hrlr 1 ^^"^ 1 + T^ lgU)_fi| 

即 lim 4^ = 4»定理 3 .1， 证完. 

〜 0 gU ) 谷 

相应地有下面各定理，它们的证明完全与数列情形类似，清读者自己写 
出来. 

定理3.4 # 若 lim / U )=0, 且存在5>0, 《 U ) 在 U 0 -< S , x 0 ) UU 0 , 太0 + 幻有 

内0 

界，则 lim /(： t ) g (: *) =0. 

定理 35( 局部保序性）若 lim /( x ) = 4, lim g ( x )^ B , 且>1 > ,则存 

*-*0 内0 

在(？>0，当 o < U - x 0 | <3时， / U )> gU ). 

定理 31( 极限不等式）若存在5>0,当0<丨太-々|<5时，有 / U ) 彡 
g ( x ) ,且 lim /(%) = /4 ，lim g ( x ) = B 9 S'J B . 

«-• * 0 «_ •纛 ^ 

定理 3.7' (极限唯一性）若极限存在，则极限是唯一的. 

* **0 

定理 3.8’ （夹迫性）若存在5>0，当 0< U - mI <5 时，有 

fix ) ^ g ( x ) ^ h ( *) , 

且 lim f ( x ) = lim /i ( j « ) = 4 , Si ] lim g ( x ) - A . 

内 0 内 o *-*o 

定理 3.10 !im f ( x ) = A 的充要条件是对任意以 x Q 为极限的数列 U „ l , 且 
*~**0 

X „^ x 0 (n = 1,2,*")* 都有 1|^/(太„) = 1 

这个定理深刻地揭示了函数极限和数列极限的关系.正确地理解这个定 
理，有助于理解变量的连续变化和离散变化之间的关系，从而进一步理解函数 
极限的概念.定理的证明在难度上和技巧上比前面各定理都有所提高，证明方 
法也很典型.为了获得证明思路，我们先对定理进行一番分析. 

必要性的证明是简 单的. 事实上， lim /( x ) = 4意味着要 / U ) 与4任意接 
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近，只要 x 与 x 0 充分接近（但 x 參％ 0 )，而 x n — x 0 ( x n # x 0 ) 又意味着，要％与 

. X 。接近，只需71充 分大. 回到用 e -5、 e - iV 语言，由 lini /(戈 ） = i 4 ，可确定5的 

卜 *0 

存在件，而对这个由 lirn % = . r 。 可确定/ V 的存在性，于是即可得 lim / U „) =/! 

it_* fl 一 » 

的 e - yV 语言 描述： 

Hm/(*)=A | im = , 0 

e --- ^ s — - - yv , 

lim f ( x n ) = A . 

充分性的证明就困难得多了.因"为 9 *从离散到连续，由％的/ V 去决定 S ， 显然 
是十分困难的.这时采用反证法会有好处，因为它仍然归结为从连续变 站的结 
论引出离散变量的结论.这时我们遇到的另一个问 题是： 如何用肯定的语气叙 
述 lim /(%) = i 4 不成立 • 

对照极限的定义，根据仟意与存在的对应规则，我们通过逐步分解来找到 

肯定语气的叙述. 

lim f ( x ) = A 
*-*o 

» 任给 €>0,存在5>0，当 0< u -〜 l <5 时，有 l / U )-4 l 
因此 

lim fix ) ^ A +成立 
卜 *0 

» 存在 e 0 >0, 不存在5>0,使得当0< U -外丨 <5时， 

有 |/(. x ) - 4丨 < e 0 

<=>存在 e 0 >0， 对任意 (5 >0，不是对所有满足0< 丨 ；r - a ： 0 | < 5的 ： r 
有 |/( x ) - < e 0 

<=> 存在 eo >0， 对任意5>0，存在&满足0<丨心-太 0 |<5， 

但 |/( M > - I 多 e 0 . 

下面给出定理的证明. 

定理 3.10 的证明 必 要性： 对任意给定的 e >0, 由 lim / U ) = 4， 知存在 

5>0，当0< U - 〜1 <5时，有 

\ f ( x ) - A \ < 6 . 

设 U n l 是任一以〜为极限的数列，且则对上述8 > 0 ,存在 yv , 当 
n > / V 时有 

0 < I x n - .to I < S . 


于是当 rz >〜时，有 


f ( x n ) - A <£. 
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这就证明了 lim f ( x n ) = A . 

充 分性： 用反证法.若 Hm /(: c ) = / l 不成立，则存在 eQ >0, 对任意5>0, 

存在々满足0< U -外 丨 <5,但 1/( 巧） -/ U 彡 e 0 . 既然5是任意的，分别 

取 5 = l(n = l ，2, …）.对每个 n , 相应地 存在、 满足 
n 

0 < \ x n - x 0 \ < ,但 l/(xj - >4 | 多€ 0 . 

由0< |\-列| <士知这样构造的数列 U „ l 以列为极限，且：^ 列. 但由 
丨彡 e Q 知 1/( 〜 ）1 不可能以>1为 极限. 这与假设矛盾.故必有 
lim /(: c ) = 4 •定理 3. 10证完. 

内0 

既然函数极限可以用数列极限来刻画，那么我们就可以利用这种刻画，将 
数列极限的一些结果平移到函数极限中来.以定理 3.6' 的证明为例说明. 

定理 3.6' 的证明设 U n i 是任意以外为极限的数列，且…）. 
由数列极限定义，对假设条件中的 S > 0,存在/ V ,当^ > ； V 时，有 
0< \ x n - x Q \ <d ，从而有 f ( x n )^g ( x n ). 又根据假设 = /4 和 limg (*) = B ， 

*-*o 内 0 

由定理 3.10 知， lim / U „) = /i, 且 limgU n ) = 衫，再由数列极限不等式的定理 
3.6, 知4彡 B . 

定理 3.10 不仅可用来证明某些函数极限存在，还可用它来证明某些函数 
极限不存在. 

例 4 证明 lim sin 丄不存在. 

JT-0 x 



证明只需找到两个数列 U „1 和 ly „ l 都以0为极限， 且％ #0, y n ^0 
U = l ，2, …），而 lim / U „)* li m /( y „) 都存在但不相等，则由定理 3.10, 知 







这就证明了 limsin 1 不存在. 

*-0 x 

从复合的角度来看，！/(、）|可视为复合函数，即函数 /(W 与 的复合. 
关于复合函数的极限，有下述 定理： 

定理 3.11 设 / U ) 在 ii 0 点附近 U # u 0 ) 有定义，且 lim /( u ) = 4, 而 

u 〜o 

以：^^^^在〜点附近^尹^^^有定义， g (%)_“ 0 且 lini g (太）= w 0 ，则 

…0 

lim /( g ( x )) = A . 

证明类似于定理 3.10 必要性证明，由 lim /( u > = 4，知对任意给定的 

… 0 

e > 0 , 存在 rj > 0 , 当 0 < jti - a 。！ < 7 时，有 

l/(u) - -4 | < e . 

又由 limg ( x ) = u 0 和 g ( x )96 u 0 ， 知对上述 7 > 0 ,存在5>0,当 0 < 

*-*o 

I % - 外 | < 5时，有 

0 < I g ( x ) - ii 0 l < 7 , 

因此当 0 < U-^ol <5时，有 

\ f ( g ( x )) - A \ < € , 

即 lim /( g (^:)) = .4. 

s ^'o 

定理 3.1 丨告诉我们，在定理条件下，有 

\\tnf ( g ( x )) = lim /( u ). 

由此我们得到求函数极限的变量代换法. 

例5求极限 

*-0 X 

解令 ^ \ + x = m ， 贝 1 Jlim )1 + 太 =1 且时 a : # 1 •故 

0 



我们可以把上面的讨论限制在〜的 一侧， 如左侧或右侧，也就是单侧 
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极限. 

定义 3.6 设函数/(幻在 M 的左边（右边）附近有定义，％#以，又设4是 
一 定数. 若对任意给定的 e >0， 存在5>0，当0<文 0 -太<5 (0<太-% 0 <5) 
时，有 |/ U )-4| < e , 则称4是函? ^ U ) 在 M 点的左 （右） 极限，记为 

lim f ( x ) = A ( lim /( x ) = A ) 

或 f ( x)~*A ( x -^ x 0 ~ ) (/( x)-^A ( x -^ x 0 * )). 

这时也称 /(：0 在点& 存在左（右）极限./(幻 在点& 的左（右）极限值也可以记 

为 / U - o )(/ u 0 + o )). 

根据定义显然有： lim /(幻存在当且仅当 lim /( 幻和 lim /( x ) 都存在且相 

一 0 «-« 0 ' + 

等.因此，若 lim / (幻和 lim / U ) 至少有一个不存在或两者都存在但不相等, 

则 lim /( x ) 必不存在. 

例 6 设 


则 



x >0, 
x <0, 


lim fix) = lim ( 1 + x 2 ) = 1, 

«-* o " *— o ~ 

lim f(x) = lim xsin 1=0. 

«-*o* *—o* I 

/(0 + 0)#/(0-0), 故 1&/ U ) 不 存在. 

关于单侧极限，我们有相应于函数极限的所有结果，而且证明都是相同 
的，我们就不赘述了.下面给出的是相应于数列极限的单调有界原理的类似结 
果. 


定理 3.12 若 / U ) 在 U ,6) 单调 上升有上界，贝 Him / U ) 存在. 

囂 —fc _ 

证明取％ = 6 -丄， 则 U„l 单调 上升收敛于6,且当 n 充分大以后有 

n 

.由 / U ) 在 U ，6) 单调 上升有上界， 知 l / U„)l 单调 上升有上界, 
从而有极限.设 ii m /(%) = > i ， 则对任意给定的 € >0,存在/ V ，当 n > yv 时, 

I ♦ » 

有 • 

\ f ( x n )-A \ < € . 


取占 =6- 则当 <(6-5,6)时，就冇 

A - e <f(x N ^ x )^f(x). 
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又对任意 ( 6 - 5, 6) ，存在 n 0 >/V + l ， 使 = 6 -—. 因此 

0 n 0 

f ( x)^f ( x n ) < 4 + e , 

0 

故 A - e < f ( x ) < A + e . 

这就证明了 \\ mf ( x ) = A . • 

推论 3.5 

(1) / U ) 在 U ,6) 单调上升有下界，则 Hm / U ) 存在； 

♦ 

篇 - ♦<! 

(2) / u ) 在 u , 6) 单调上升，则对任意 〜 e ( a ，6), 有 lim / u > 和 
lim /(幻都存在（但不一定相等）. 

函数极限的槪念可以进一步推广.除了考虑函数/(幻在某点化的极限 
U — 外，还可考虑函数 / U ) 在无穷远处的极限，即 X — 00, 
^-+00, ^-- oo . 此外，在极限不存在的情形中有一种特殊的情形，即在 
自变 M 的某种趋向下（上述6种中的某种），函数的趋向为无穷大（正无穷大，负 
无穷大）的情形.这时我们仍借用记号 

lim f ( x ) = » ( + oc , - oc ) ， 

也说 /( x ) 在 .t 的某趋向下极限为无穷大（正无穷大，负无穷大）.但这只是为了 
叙述的方便，并不意味着极限存在. 

综上所述，自变 ftSJ 以有各种趋向，而在自变最的每种趋向下，函数又可 
以有各种 趋向. 但不管如何组合，读者都应能用的类似语言，写出其精 
确定义.下面我们试举两个例子. 

例7 lim / U )= oc 的 定义： 设/(幻在〜的左边附有定义.若 
… 0 _ 

对任意给定的 G >0 , 存在 < J >0 , 当0 < 无 < 5时，有 1/ U )|> G , 则称 
/( x ) 在〜点的左极限是无穷大，记为 lim f ( x )= oo . 

*-* o " 

例8 lim / u ) = / l 的定 义： 设 / U ) 在 u , + *) 有定义，其中 a 是某实 

数，又4是一 定数. 若对任意给定的6 >0,存在 A ： >0，当 X > X 时，有 

\ f ( x )- A \ < e , 则称/ U ) 当 x 趋于正无穷大时的极限为4 , 记为 

lim f ( x ) = A . 

♦ » 

类似于数列极限的情形，若在自变量的某种趋向下，函数/(幻的极限为 
0 («或± »)，则称 /( 幻在该趋向下是无穷小量（无穷大景，或正无穷大量，或 
负无穷大最）.关于数列情形下无穷大量的运算法则，对函数情形相应地成立. 
例如在自变量的相同趋向下，无穷大量与无 穷小景 互为倒数关系（设因变量不 
取零 值）； 无穷大量与局部有界 M 的和仍是无穷大 撖等. 值得提醒的是，由于 
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函数极限中自变量有多种趋向，要注意自变量应在相同的趋向下，局部有界量 
也是在该趋向下的局部. 

例9 lim - ~ = 00 . 

*-0 X 

这是因为 lim / = 0,所以 lim 而 lim ( 1 - :« ) = 1 . 

*-•0 *— 0 X 0 

例10设 flo /0， b 0 ^0, m , n 为非负整数，则 


CIqX 




厶0 

0, 


证明根据 


a 0 x 


a 0 




b o 


a i 


而 


lim 


bo 


6 0 + ~ 

X n CLO 

飞 = T 0 


"+与 


以及 


lira 


0, 


再由乘积的运算法则便得所要证明的结果. 

下面推导两个重要极限，这两个极限在微积 分的最 基本最重要的运算之 

-微商运算中起着重要基础的作用.微商运算的基础是基本初等函数的微 

商，其中 y = 和 y = log # 的微商正是基于这两个极限推出的.进一步用这 
两个函数的微商并通过运算法则，又可获得其他基本初等 
函数的微商.所以把这两个极限称为重要极限. 


C 


lim 


事实上，作单位圆如图 3-6 所示/先设0<文< 
此时显然有 

^ AOB 的面积 〈扇形 AOB 的面积< 的面积， 

Hn 1 x 1 

即 ysin x <^ < ~2 ian x > 





即 

因此 


从而 


< 1 - 


= 2 sin 2 |^2(|) 2 


+取极限，用夹迫性得 = 因为^是偶函数，知 


2. lim ( 1 + 士 ） = e 

前面已 证过& (丨 + ^) n = e , 现在证明 x 是连续变量时极限仍成立 
先证; c — +»的情形.由 [ x ] c < [ x ] + 1,知当时，有 


+ r 7 TTT < ( 1+ i )^ 1+ rh * 


因此 


(卜丄广 < 卜扦 < 卜士广， 

根据 lim(l + 士) =e ，得 

/rJ 1 + M i rr) t，] = ,l i ? 1 ^ V^~p =et 
Jiid 1+ rii) = .&-( 1+ rii) u '( 1 + rii) = e ， 

由夹迫性定理得 li ^ n _( l ++)*= e . 

对戈一 - 00 的情形，令 X = - y ， 则 y — + 00 ,因此 

lim ( l ^ r = lim (卜 丄)' limd 

= r i i ? , .( 1 + 7^) ， ' ， ( 1 + 7^) =e ' , = e - 

故 lim ( 1 + 士 ） = e. 

令* =十，则得数 e 的另-种极眶 I 

lim(l + r )7=lim(l + ^) X = e. 
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9) lim 


10) lim 


. 用极限的四则运算法则求下列 极限： 


1) Hm ~2 - 

0 2 x " - - 1 

2) lim —~y -^―; 

2x - x - \ 

^ U-1) 3 +(1-3x) 

3) 1^0 —- 77 ^ — ~ 


lim 4 ^； 

<x - 1 


5) lim 


. VH ~ x -2 

^ x -3 ; 


x 2 ~ 5x + 6 

6) 土 7^77^; 


7) lim 


n , m 


为正整数） 


(8) lim • 

*- 4 v ^ - 2 

5. idif ( x ) >0 , 证明：若 lim /( x ) = 4 ， 贝 1 J lim 7 f ( x ) =7^4 ,其中正整数 n 彡 2. 

蕙一蕙 0 卜，0 

4. 证明： 若 lim / U ) = 4, 则 liml / U ) 丨 = Ml ,但反之不真. 

*〜0 驚〜0 

5. 求下列函数在 所示点 的左右 极限： 

0, x > 1 9 

(\) /( x ) = 1, 怎=1, 在 * = 1; 

x 2 + 2, x < I , 


(2) f(x) = 


> 0 , 


在太 = 0; 


(3) f(x) = 


ft * = 0; 


⑷ /⑴=士-1 士 1, 在 x = 士， / I 是正整数; 




> 0 , 

= 0 , 


在文 = 0. 


6. 求下列极限： 
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⑴ lim ; ? 一 1 ; 

(2) lim 5 — 7 -; 

… -2 a ; + V « 

(3) lim (->/ x 2 + 1 - % ) ; 

(4) lim ( A 2 + l - x ); 

• OD 

(5) 

(6) lim 

蕙 _ ♦ • 

(7) lim 

(8) Hm ^±/£± S . 

X 十 1 

(9) lim (cos y n + 1 - cos */n ); 

n - ♦钃 

(10) lim sin (7 r \/ fi 2 + 1 ) (n 为整 数〉. 
7. 用 is 替换求下列 极限： 



⑴ lim a:[ -j]; 

(2) lim x a ln x (a > 0); 

i —0* 

(3) lim (a >0); 

*- ♦ * x 


(4) lim %i. 

蕙 - ♦ ♦ » 

8 • 设 /( %) 在 （ a,+ ») 上单调上升 ， + 若 lim/ (太 „) = /!, 求 
证： j 匕 /U) = 4 (4 可以为无 穷 ）. ■ ■ 

;. + 设 /( 幻在集合 A ： 上定义，则 /( 幻在 A ： 上无界的充要条 件是： 存在 
x n €: X 9 n ~ \ f 2 f -' , 使】 |/(x n ) | = + ® • 

10. 利用重要极限 i 极限： 

(1) lim^; 


(2) lim 


sin 


(3) lim 


:: (sin x) 2 9 
tan 3x 


*-o sin 5x ' 


(4) lim 


2sin 


x - 


2x 




§3 函数的极限 


67 


(5) 

⑹ 

⑺ 

⑻ 

(9) 


- cos 3x 


in 4x 


1 - 


- cos 
- cos 


(10) lim 

*—0 

(11) lim 


cos 


n 为奇数） 


4 


(12) lim~ 


n 为整 数）； 


(13) 

.« 7t 

S 2X ^J 

(14) lim x sin 丄； 

1 -* ♦ « X 

(,5) ; 

(16) lim I 1 + -^2 j ; 

07) 

(18) lim(l + ^)i (n 为整 数）； 

r.0 

(19) lim (1 -f tan x)^ s \ 

x—0 

(20) 4( 

( ⑴ ， •(㈣ r; 

(22) 

11. 证明 lingcos 士不 存在 . 

12. 证明 limDU) 不存在，其中 



x 是有理数， 
x 是无理数. 



13. 求极限 


第三章极限与函数的连续性 


14. 用定义 证明： 

(1) glim/ (x) = + oo ， \img(x) = A , 则 lim [/( x) + g( x ) ] = + ® ; 

(2) 若 lim/(x) = + ® , lim^( x) = A ( >0), Rfllim [/(x)g(x)] = + oo . 

*-^a x-^a 

15 . 若 lim /( x) = A f lim g(x) = B 9 证明： lim [f( x)g( x) ] = AB. 

♦ * 置 - ♦ ♦ « ♦ * 

16. 证明 hmf(x)^A 的充要条 件是： 对任何数列 〜一 + oo( n—oo ), 有 

I 一 ♦ * 

f(x n )~^A (n— » >. • 

17. 证明 lim / U) = + oo 的充要条 件是： 对任何数列 oo ) 且 

x n > x 09 有 /(、）—+*> (n—oo). 

18. 设函数 /“> 在 （0, + «) 上满足方程 f(2x) =f(x ), 且 lim /U) = /!, 
证明：/ ( ^ ) s 4 , ^6 (0, + » ). 
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1. 函数连续的概念 

一个连续麽 y 随着另一个连续 ftz 连续地变化，在直观上是比较容易理解 
的.像自由落体的路程 S , 随着时间 f 连续地 变化； 空气的密度，随着地面髙 
度连续地变化等等.抽象出来便是函数连续性的槪念.我们希望获得这样一个 
函数连续性的槪念，一方面用它可以判定一个函数是否连续，另一方面可以用 
它研究连续函数的性质.本节的任务就是给出这个槪念，并运用它证明，一切 
初等函数在它的定义域都是连续的. 

什么是函数的连续性呢？其实，连续的意思就是不间断.例如一间漆黑的 
内室，其亮度在开灯前为0,但在某时刻 fo 开关一打开后，它就具有一个固定 
的亮度4,这时亮度在打开开关的一瞬间有个跳跃，即在那个时刻是间断的 

(51 3-7). 又如>* =丄，很容易看出，它在 x =0 是断开的（图 3-8). 

这样我们看到，函数在一点间断，自然便是不连续.因此，正过来说，函 
数在这点连续，便是不间断.从上面的例子和图形看出，要函数在该点不间 
断，只要函数在该点有极限，并且极限值等于函数值. 





图 3-7 图 3-8 

定义 3.7 设 / G ) 在包含以的一个开区间有定义.如果 

lim f ( x ) =/(* 0 )， 

则称函数 / U ) 在 M 是连续的. 

/(幻在&连续，有时也 说&是 / U ) 的连续点./(幻在&不连续，也 
说&是 / U ) 的间断点. 

从定义可见， / U ) 在: To 连续，当且仅当 / U ) 满足下列三个 条件： 

( i ) / U ) 在 X Q 附近有定义，特别是 /(X) 在別有定义； 

( ii ) 极限 lim /( x ) 存在; 

( iii ) 上述极限值恰好为函数值 / U 0 ). 

可见，函数在一点连续同函数在这点有极限的差别就只有“一 点”： 函数 
在这点有极限是与函数在这点的函数值无关的（函数甚至可以在这点没有定义）， 
而函数在这点连续，则函数必须在这点有定义，且函数的极限值就等于函数 
值.根据函数极限的定义， /( d 在〜连续，是指对任意给定的 e >0,存在 
5>0，当|:-〜| <5时，有 

|/“） - f ( x 0 ) I < €. 

它与函数极限定义不同之处在于不再要求 o < U -〜|, 真是只差“一点”. 

由于前面已有了计算函数极限的一套方法，把函数连续定义为函数极限值 
等于函数值，就使得我们可以用这定义判断函数的连续性. 

函数在一个区间连续的定义，归结为函数在这区间的每一点都连续. 

定义 3.8 设 / U ) 是定义在开区间 （ c , d ) 内的函数，我们称 / U ) 在区间 
( c , d ) 是连续的，如果它在这区间内的每一点都是连续的. 

例1试证 y = sin x 在 （-* , » ) 是连续的. ‘ 
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证明对任意的 sin 化是有意义的，故只需证明 


事实上， 




卜尤 0 • X - x 0 


叫 sin 宁卜 2 i ^ i = | … 0 |. 

因此，任意给定 e >0, 取 d = e ， 只要 | x - x 0 |<(5, 便有 

| sin x - sin x 0 \ < € , 

这就证明了 sin x 在 x D 连续，从而证明了 sin : t 在 （- 00 , 00 )连续. 

函数在一点连续，可以有下面两种完全等价的 说法： 

(1) 记称为自变景在&的改变量.这时： = 即自 

变量从以变到 x = & + At . 对应的函数也有变化 

/( X ) - /( X 。）= /(太0 + Ar ) - /(* 0 )， 

称为函数在^相应于 At 的改变最，记作#或 △/“）： 

Ay = Af ( x ) - f ( x ) - f ( x 0 ) = f ( x 0 -¥ Ax ) - f ( x 0 ) • 

函数在连续，根据极限与无穷小 ft 的关系，自然就可以表 示为： 

lim^y = lim (/( + At ) - /( x 0 ) 〉= 0 • 

这就是说，当自变&的改变撤是无穷小时，函数的改变 M 也是无穷小. 
这显然同我们关于连续依赖的直观理解是一致的. 

(2) 在前面讨论函数极限时，曾引入过单侧极限，并断言函数在 以有极 
限，当且仅当它在 M 的左极限与右极限存在且相等.这一点，反映到函数连 
续性，便得到连续性的另一个等价 说法： 函数 /( X ) 在；^连续，当且仅当 
/(太）在以的左极限与右极限存在，且等于 / Uo ), 即 

\im f ( x ) = lim /(太） =/(: 0 )， 

…内0_ 

或 f ( xq -^ 0 ) = f ( x 0 - 0 ) ( x 0 ). 

为此，我们也可以引人一个概念，若 

lim /⑴=/(% 0 )， 

V 

即 / U Q + 0)=/ U 。）， 则称 / U ) 在〜是右连 续的. 类似地，若 

lim /(怎）=/(太 0 )， 

内0_ 

即/(〜-0)=/(〜），则称 / U ) 在〜是左连续的.因此，函数 / U ) 在列连 
续，当且仅当 / U ) 在 X 。 左连续并且右连续. 

用左右连续的概念，苟以给出函数在闭区间连续的定义. 
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定义 3.9 设 / U ) 在闭区间 [ a ，6] 有 定义. 称 / G ) 在闭区间 U ，6] 是连 
续的，如果 / U ) 在开区间 U ， fe ) 连续，在 a 右连续，在6左连续. 

注意到 ： c — 以也可以写作 = 因此函数在化连续的定义 

hmf (x) =f(x 0 ) 

也可以写作 

lim f ( x) = f ( lim x ). 

*一*0 内 o 

这表示，在函数连续的情况下，求极限可以直接把自变量的极限代入，或者 

说，极限运算 lim 与函数对应法则/可以交换次序. 

卜 *0 

值得指出的是，这里所定义的函数连续性，是一种局部的性质.它描述的 
是函 数在& 附近的性质.这样的定义，对验证函数是杏连续是很有好处的. 
至于函数在区间的连续性，是通过每一点连续定义的，也就是说是通过局部性 
定义的.因此，要研究在一个区间（例如闭区间）上连续函数的某些重要性质， 
便不能简单地从定义得到.这一点，读者会从以后的学习中体会到. 

2. 间断点分类 

根据 / U ) 在 &点 连续必须满足的三个条件，间断点&不外乎下列三种 
类型： 

0) 可去间断点极限 lim / U ) 存在.此时不论 / U ) 在％ 点是否有定义. 
例如，函数 /“）= _ 在4 = 0点有 SI 去间断点.因为 = 尽 

X x -»o X 

管函数在別= 0点无定义. 

又如，函数 

x =0 

在以 = 0有可去间断点.因为 lim ： r S i n l =0, 尽管函数在；^。= 0点有定义，但 

*-•0 x 

函数值 g (0) = l 不等于极限值 0. 

• 对于可去间断点，可以通过补充定义或修改函数在该点的函数值使得函数 
在该点连续.例如对上面的函数 / U ) 补充定义/(0) = 1,得 

， Xj^o, 

x = 0 y 

则 / U ) 在外 = 0 点连续.而对&(幻，修改它在 0 点的定义为 g ( o )= o , 得 
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«# 0 , 
x = 0 9 


则 gU ) 在〜= 0点连续（7 = &(：0的图形见图3-9). 



(2) 第一类间断点 / U ) 在以点 的左、右极限都存在但不相等 
把这种间断点称为跳跃间断点. 

例如取整函数 / U ) = U ], 它在非整数点连续，但在整数点 M 
—类间断.这是因为当 n 矣:《 < n + 1时， /( x ) = n ， 因此 lim /(*) = 

时， / ( x ) = n - l ， 因此 lim / (*) = n - l ， 故 f ( 

.-錢 • 

/( n +0). 显然函数在 : c = n 是右连续的（图 3-10). 
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(3) 第二类间断点 / U ) 在 M 点的左、右极限至少有一个不存在. 

例如函数 7 =丄，0是它的第二类间断点，因为 lim 丄 = oo , 所以也称 

X x— 0 : 

这种间断是无穷型的（参见图3 -8). 


乂如函 Sy = sin +，我们在本章§3例4已证明，它在以=0点无极限.实际 

上在外 点左极限和右极限都不存在(参见本章§ 3图3 - 5). 

再考虑狄利克雷函数 


D ( x ) = 



x 为有理数， 
^为无理数， 


它在 （- 00,+ 00) 内任一点 M 不 连续. 事实上，对任意〜6(- 00 ,+ 00 ),存 
在有理数列 U n | 满足 = 也存在无理数列 lyj 满足 limy „ = : r 。， 但是， 

/I— « «*♦ « 

lim D ( x n ) = 1 , rf 5 lim D ( y n ) = 0. 故 lim Z ) ( x ) 都不 存在. 因此 / ( %) 在 点 
"*-* 0 * 

不连续，并且是第二类间断. 

上面两例都是当时，函数值+断地在两点之间跳动，所以左、右极 
限均不存在，因此 X 。是函数的第二类间断点，这种间断也称为是振荡沏的. 

第一类和第二类间断都是本质的，是不能通过修改函数在该点的值使其变 
成连续的.第二类间断点可能是无穷型的，也可能是振荡型的. 


3. 连续函数的运算与初等函数的连续性. 


根据极限的性质，我们立即可得连续函数的四则运算法则. 

定理 3.13 若 / U ) 和 gU ) 都在点连续，则 / U ) ± g U ), / UkU )， 

^( g U 0 )#0〉 也在列点 连续. 

进一步有复合函数的连续性定理. 

定理 3.14 若函数 /( u ) 在 ii Q 点连续， u = 在〜点连续，且 《o = 
g ( x 0 ) 9 则复合函数 /( g U )) 在 X 。点连续. 

证明由 / U ) 在 u 。 点连续，知对任给€>0,存在 7 >0,当 | u - u Q | 

时，有 

l/(u) -/( U 0 ) I < € . 

又由 w = g ( x ) 在； r 0 点连续和 Uo ^ rg ^ xo ), 知对上述7>0,存在5>0，当 
U - 〜| < 5时，有 

| U 一 w 0 | = : g ( x ) - g ( x 0 ) | < Tj . 

因此， 当卜- . r 0 j 有 

\f ( g ( x )) -/( g ( x 0 )) I < e ， 
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这就证明了 /( gU )) 在 〜点 连续. 

下面我们要证明本章的一个重要定理. 

定理 3.15 初等函数在其定义域内是连续的. 

根据初等函数的构造与前面的两个定理，我们只要证明所有基本初等函数 
在定义域内是连续的，便证得定理 3.15. 显然常值函数在（- 00 , + 00 ) 连续. 
下面我们按三角函数、指数函数、反三角函数、对数函数、幂函数的顺序，逐 
个证明其连续性. 

(1) 三角函数.例1已证 sin 太在（- 00, + 00) 是连续的.同理可证 C 0 S x 在 
(- 00 , + 00 ) 是连 续的. 又由定理 3. 15关于商的连续性，即得 tan x 和 cot x 
在定义域内连续. 

(2) 指数函数 7 = < 2 *, %€ ( - ® f + 00 ), a >0 K a ^ l . 

先设 a > l . 由于 〆 在 （-1,1) 单调上升，根据推论 3.5, 知 lim ^和 

«-o* 

都 存在. 又因为 = 由定理 3. 10数列极限与函数极限的关系得 
*-• 0 " ""** 


lim a s = lim a " « = 1 = a 0 , 

这就证明了 a * 在以= 0点 连续. 对任意％ —0,由 

lim ( a * - a *。） = lim a * o ( a * x 。- 1) = 0, 

内 o 

知 lim a 1 = a x 。， 这就证明了在 a > 1 的条件下， < z * 在 （-<»,+ » ) 连续. 

再设 0< a < l . 令6 =丄，则6>1，这时 

a 



这就证明了在 0< a < l 的情形， /在 （- 00 , + 00 ) 连续，从而证明了指数函数 
在定义域内是连续的. 

反三角函数和对数函数是三角函数和指数函数的反函数，我们将应用反函 
数的连续性定理来证明它们的连 续性. 为此，我们需要闭区间上连续函数的介 
值定理.为证明它，我们先证明区间套定理. 

定义 3.10 设一组实数的闭区间序列[〜，6 „]， n = l ,2, …， 满足： 

(i) [ a„ + I * ^ ♦ 1 ] C [ ] » n = l ， 2 , …； 

(ii) lim ( 6 n - a n ) = 0, • 

n 一 * 

则称 丨['，6„]1 构成一个区间套. 
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iU n ,6 n ]| 是一个区间套，意指每一个区间都包含下一个区间（一个套一 
个），且区间长度的极限为 0. 

定理 3.16( 区间套定理）设！ [ a n ，6 n ] l 是一个区间套，则必存在唯一的实 
数 r , 使得 r 包含在所有的区间里，即 


r ^ (I [ a n , 6 n J . 

n e I 

证明用单调有界序列有极限存在的定理来证明。事实上，已知是单 
调上升的，且任意 n 有〜彡彡即 U „ l 有上界6,,因此 U „ l 有极限存在， 
记为 r ,, 即 lim 〜 = n . 同理，是单调下降的，有下界…，因此 U „| 有极 

限存在，记为 r 2 , 即 lim \= r 2 . 由于 

11一 • 

lim ( 6 n - a n ) = lim b n - lim a n = r 2 - f | = 0, 

n -^ * I ♦ * II « 

知 r 2 = r ,. 这就是要求的 r = r , = r 2 . 

对任意 n , 由于 k ( V 爪 > n ), 令 00 取极限，得（1 /1 <1^6„ 1 =厂. 

# fr ^« 

同理，在不等式 a m ^ b m ^ b n 中令 m —*® 取极限，得 r = lim a m ^ 

• m— oo 

b n 9 这就证明了对任意 有 aAr 彡 b n , 即 rGf 2 ] [〜，心]. 

ns I 


最后证明唯一性。若有 r , 〆 满足 reH U „，6 J , r^efl [ ， 6 J , 则 

n-! n - I 

I f - 〆 I 矣 6 n - a n —0 ( n-» » ) 


故… • • 即这样的 r 是唯一的.定理 3. 16证完。 

定理的证明表明，区间套“套出”的这一个点，它同时是 L 的极限 

r = lim a n = lim b n 

H 一 * 爾-♦和 

这一点以后用区间套定理时会经常用到. 

注意，区间套中的闭区间不能改为开区间，否则相应的定理便不成立.也 
就是说，我们可以找到一个开区间序列，它一个套一个， R 区间的长度趋向于 


0,但它并不能“套出”一个公共点 3 例如，取 (〜， b „) = (0, 七)，则 

CB 

fl ( a » 0. 

n s 1 

定理 3.17( 连续函数介值定理）若 / U ) 在 [ a ， fc ] 连续，则对于 / U )， 
/(6)之间的任意数 c (即 ce [/( a ) J (6 )M c €[/(6),/( a )]), 存在 ? e [ a ,6], 
使得 / U ) = c . 

证明用区间套定理。 不妨设 f ( a )< f(bh 这时只要 证明： 若 f ( x ) 在 
[«，6]连续，且 / U )<0, / U )>0, 则存在 ?6[ a ,6], 使得 /( f ) =0•这 
是因为，对一般的情形，只要令 g U )=/( x )- C ， 便可化归上述特殊情形. 
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记二等分 [ cipfci ], 分点为 q , 若 /( q ):。, 则定理 
证完，否则，若 /( cJcO ， 则取 [ a 2 ,6 2 ] = [ q ,6|], 若 /( c ,)〉!)， 则取： a 2 , 
6 2 ] = [ a l , c l ]; 二等分 [ a 2 ,6 2 ]， 分点为 c 2 ，…. 如此继续下去，或者经有限 
步后，某 Q 使得 /( q )=0, 则定理 证完； 或者得一区间套 l [ flfl ，\]|， 对任意 


n , /( a n )<0, /(6 J >0. 根据区间套定理，知存在唯一的实数 f 6 f ] [〜， 

n « 1 

6 n ], 这时有 由 $6[ a ， i >], 而 / ( x ) 在 6 连续，知 

n— « *-♦ « 

/(?) = lim/(a n )^0, /(f) = lim/(6 n )^0 

羯- •鬌 #1- •⑽ 

故 /( f )=0, 定理 3.17 证完。 

定理 3. 17表明，若函数 y = / U ) 连续，则当.自变《 x 从《连续地变到6 
时，因变量 y 从 / U ) 连续地变到/(6)，其中经过 /( a ) 与/(6)之间的一切 
中介值，因此把这个定理称为介值定理.这显然符合我们对连续函数的直观 
认识. 

定理 3.18( 反函数连续性）若 y =/( x ) 在 [ a , fe ] 连续且严格单调上升， 
i 5 a =/( a ), /3 = /(6),则 y =/ U ) 的反函数在[ 0 ,/3]严格单调上 
升 a 连续. 

证明设7=/(幻在[^6]严格单调上升，根据命题2.2,反函数太= 
厂 1 ^)存在，且严格单调上升•由 a =/ uu / uu /( fc ) = /? 及介值定理 
知，对任意存在* €[«,&], 使 / u ) = ； k . 因此 rVy ) 的定义域 
是区间 [ a ,/?]. 

现在来证明 rVy ) 在 [ a ，/?] 连续. 对任意 y 0 eu ，/?) 及任意给定的€ >0, 

要使 

\ r l ( y )- r l bo )\< e 9 

即 

/ • ， (yo)-e</- | (r)<r I (y 0 ) + e, 


记 M =厂 Uyo ) ，且不妨设 e < min (b - x 09 x 0 - a ) , 注意到 / _ Vy ) 是严格单调 
上升的，故只要 . 

f ( x 0 - e ) < y <f ( x 0 + e ), 

即 f ( x 0 - e ) - y 0 < y - y 0 <f ( x 0 -¥ e ) - y 0 . 

令 5 = min (/( 太 o + e > - y 0 ， y 0 - /( %。 - e )) ，则当 1 y - Jo I < 3 ( 这时: T 6 [ a ， /?]) 
时，有 

-/^( yo )| <€. 

由的任意性即得 rUy ) 在 U ，/?) 连续见图 3-11. 同理可证厂 i ( y ) 
在《右连续，在 a 左连续，从而在 u ，/?] 连续. 
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阁 3- 11 

• 推论 3.6 若 y =/ U ) 在[«,6]连续且严格单调下降，记 a =/ U ), 0 = 
/(6)，则>-/(：0的反函数太=厂 1 ( 7 )在[^4]严格单调下降且连续. 

应用反函数连续性定理，我们继续定理 3.15 的证明. 

(3) 反三角函数 . sin :在 | 连续且严格单调上升，故 : t = arc S i ny 

在 [-1,1] 连续且严格单调1： 升； 同理 ， .t = artxos y 在 [-1,1] 连续且严格单调 
卜降，= arctan y 在（ - oo ，+ » )连续且严格单调上升 ； x = arccot y 在 （-® ， 
+ oo ) 连续 a 严格单调下降. 

(4) 对数函数.因为指数函数 Y 连续且值域是 (0, + *), 当 d > l 时 
严格单凋上升，当 0< a < l 时严格申-调下降，所以其反函数 x = lo gfl y 在定义 
域 (0, + 00) 连续.且当 fl > l 时严格单调上升，当0<«<丨时严格单调 F 降. 

(5) 幂函数 / = . r a ，a 5^0. 

当 x >0 时， r =% fl = e ° , ni . 因为 〆 和 In . t 在定义域内连续，由复合函数 

的连续性知，/在(0，+ oo ) 连续. 

当 x =0 时，只有 a 是正有理数时函数才有意义.易证 

lime a,nt = lim e a, =0 t 

，一 o . ，一 •* 

因此，/在 x =0 右连续. 

当: r <0 时，只有 a 是有理数^(卜<7无公因 T ), 且 g 是奇数时函数才有意 

9 

义.由幂函数的奇偶性即知函数在 （- oo ，0)连续.特别，当1>0时，函数在 

q 

^0左连续.故 y = / 在定义域内是连续的. 

综上所述，一切基本初等函数在定义域内是连续的.再根据连续函数的四 
则运算与复合函数连续性，便知一切初等函数在其定义域内是连续的，至此定 
理 3.15 全部证完. 
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初等函数连续性的证明方法是很典型的，它根据初等函数的结构，证明基 
本初等函数在其定义域内是连续的，再证明经四则运算与取复合以及取反函数 
运算后连续性保持不变，便得到所要的结果。这种思考问题的方法是很常用 
的，有人称这种方法为“单因子化”方法. 

根据初等函数的连续性，若函数 / U ) 在定义域内有间断点，则该函数必 
不是初等函数.例如 


={ 


► x ^ O , 

0 , x <0 

在: t =0 有定义，但在该点不连续，因此它不是初等函数.同理知狄利克雷函 
数和取整函数都不是初等函数. 

此外，利用连续性，还可容易地求初等函数的极限.例如，若^是有 
理分式，则 

P(x) P(x 0 ) 


又如，对任意 x 0 e (- 


!^ 0 Q(x)^ Q(x 0 )' 
C ), 有 


lim 


太 o 


V 1 


Vi 


太 0 


习 题 

1. 用定义证明下列函数在定义域内 连续: 
⑴ y -> Tx \ 

⑵ r = 7* 

(3) r = Ui ； 

(4) y = sin 士. 

2, 讨论下列函数的间断点并说明其 类型: 

( 1 ) f(x) = x^-; 、、 

X 

(2) /( * ) = aTI ) I； 

(3) f ( x ) = cos 2 丄； 

⑷ f ( x ) = [ x ] + [- x ]； 

⑸ f ( x ) = 6 -^ r ； 




(6) / (^) = sgn I ^ ; 

(7) / ( a :) = sgn (cos x ); 


(8) /u) 亡， 


/u) = {;: 


， I 丨丨 $1 ， 

，丨 A ： i > 1; 

:os ¥ ， I -t I ^ 1 , 


(10) /(,) = 厂 2 --- 

l |%- i !，\ x \ > l ； 
fsin nx , x 为有理数， 

(11) /U) = 1 g , :为无 理数; 

(12) /(,) = {：； :为 有理数， 


、…， l - X , X 为无理数. 

3.当: t =0 时下列函数无定义，试定义/(0)的值，使 / U ) 在 


⑴ f ( x ) = 


= 0连续 



⑵ f ( x ) = 


tan 2 x 
■■■ ■ ■ ■ • 


(3) f (x) = sin x sin _; 

(4) /( 龙 ）=(1 + ：«);• 

4 . 设 / U ) 是连续函数，证明对任何 c >0, 函数 

-C ， f (x) < - c, 

g(x) = /(*)， \f(x) I ^c, 

C ， f(x)>c 

是连续的. 

5 . 若 / u ) 在〜点 连续，那么 |/( X )| 和 /(. T ) 是否也在外点连续？反之如何？ 

6. 若函数 / U ) 在1 =〜点连续，而在 : t = xc ) 点不连续，问此二函数 
的和、积在 M 点是否连续？又若 / u ) 和&(：0在外点都不连续，问此二函数 
的和、积在 M 点是否必不连续？ ~ 

7. 证明若连续函数在有理点的函数值^0,则此函数恒为 0. 


8. 若/(：0在[«,6]连续，恒正，按定义证明^^在^一]连续. 

9. 若/(欠）和尽（：《)都在[(1,6]连续，试证明 max (/( x ), g ( i )) 和 
min (/(： 0 ，&($))都在[ 0 , 6 ]连续. 

10. 证 明： 设 / U ) 为区间 U ,/>) 上单调函数，若 x 0 6 U ，6) 为 / U ) 的间 
断点，则&必是 / U ) 的第一类间断点. 
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11. 若 /( x ) 在 [ a ，6] 连续 ， a < %| < < …< % < 6，则在 [ jr , ， ; r n ] 中必有 

$，使 

/(6)=^[/(x,) + /(-x 2 ) + - + /(xJ]. 

12. 研究复合函数/。&与 g 。/ 的连续性.设 

( 1 ) / ( a :) = sgn x , g ( x ) = \ + x 2 ; 

(2) / (. r ) = sgn x , g ( x ) = ( \ - x 2 ) x . 

13 . 证 明： 若 / U ) 在 [ a , 6] 连续，且不存在: t € U ，6]， 使 / U )=0, 则 
/ U ) 在 [ a ,6] 恒正或恒负. 

14. 设 / U ) 为 U ,6] 上的递增函数，值域为 [/( d ),/(6)], 证明 /. U ) 在 
[ a ,6] 上连续. 

15. 设/ (: t ) 在 [0, + 00 ) 上连续，且0彡/ ( x ) 彡 x (太彡 0), 若 a , 彡0, 
a , , + | =/(〜）（《 = 1，2, …）. 求证： 

(1) lirn a n 存在; 

00 

(2) 设 lima n = /， 则 /(/) = /; 

||一 _ 

(3) 如果将条件改为 0$/ U )<: U >0), 则 /=0. 

16. 求下列 极限： 



(2) lirn (arclan x)cos 一 ; 

*-• + * x 

\ 

(3) lim (cos x ); 

*-o 

/ . x e*cos a : + 5 

(4) lim - ^ — - ~ : - r. 

*-o 1 + a ; 2 + In ( 1 - ^ ) 

(5) lim(sin x ) xgnx ; 

-f 

(6) 、 

17. 证明方程:^ + /^ + ( 7 =0( ; >>0)有且'只有一个实根. 

§5无穷小量与无穷大量的比较 

先看数列的情形.设 h 都是无穷小量，即1^%=0, limh =0 .这 

* 0-* * 

时数列^的趋向，对不同的可能出现各种情形. 
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81 


例 


y n = 一，其中 c #0 是常数.这时 


lim — = lim 


即3有非 0 的极限. 


例2 




y n = 


则 


或等价于 


lim — = lim 今= 0, 
"--n 


"-*^n 


例 3 


= 


- 1 ) 


= 士，这时数列卜 (_ ir ■极限，但其绝对值 


Jn 


有正的下界与上界. 

[1 + (- 1 ) 


例4 


= 这时 2 = [l + (- l )"] n ， 写出来 就是： 
n y n 


0,4,0,8,0,12,0,16,0,…，它既没有极限，又没有上界与正的下界. 
比较这几种情形，可得下面的 定义： 

定义 3.11 设 lim % n =0, lim y n =0. 

n — ® w — « 

( l ) 若存在 a > o . fi > o 及正整数 yv , 使得当 n >/ v 时，有 


0 < 


Jn 


^ By 


则称％与％是同阶的无穷小量. 
⑵若 


则称〜与^为等价的无穷小量， 
⑶若 


lim — 
---rn 

记为: 


〜 yn 




则称〜为较 h 高阶的无穷小 M , 或称是较％低阶的无穷小量，记为 

= o ( y n ). 

显然， x n = o ( y „) 是说， x „ = a n Y n ,而 lima n =0, 因此对任意给定 e >0, 





存在 / V ， 当 n > yv 时，有 
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I I < € | r„ | , 

这说明&比 7 „趋向于零要快得多. 

自然地，符号％ =0(1), 就表示\是无穷小 fi . 

•当^与％是同阶无穷小量时，则当 n 充分大后，其绝对值互相被一常数 
倍限制着，即 

|\| 矣 fi | y ”|，| yn |^- jhn |, 

也就是说，它们趋向于0的速度可以用常数倍来度量，不像高阶无穷小量那 
样，速度快一个 “* 级”.如果 

lim — = a 5^0, 

"-•Tn 

则&与是同阶的，这是因为由极限的性质知 

lim | X - n I = I a I >0 ， 

因此，存在 yv , 当 n > yv 时，有 

当〜与是等价的无穷小 ffi 时，则对任意给定的 e >0,存在/ V ，当 
n > N 时，有 



这说明％与\不仅同阶，而日.当/!很大时，它们差不多是相等的.进一步， 
由 limh = l , 记 & - 1 = a n ，知 lim a n = 0. 因此 

^•y n y n 

x n - y n = o n y n = o (y n )y 

这表明 、与％ 的差是一个较％ (也较高阶的无穷小量. 

回到本节开始时的例子，知; ^(^0) 与+是同阶的，与+也是 

同阶的，■^是较士髙阶的无穷小，而例4中的 1 + ( - ri _ 1 G 与+是无法比较的两 
个无穷小量. 

我们还要引逬一个 记号： 如果_是有界的，即 

Jn 


彡 A /， 
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那么记 h = 0( y n ). 显然 = 0 ( y „) 落含了 x n = 0 ( y n ). 
如果选定 1 作为无穷小量的标准，若％满足 


lim-p = a ^0, 


其中 a 是某个正常数，则称〜是 a 阶的无穷小量，这时 


^是较" V 高阶的无穷小量，我们把今称为、的主部.例如 /7 TTi -/^ = 


1 ^ 是+ 

V n + 1 + V n L 


阶的，由于 


故其主部是 


>/ a + 1 + V~n 2 y/~n 2 V^n (V n + 1 
1 

iTn 


S = 0 ( 六)， 


类似的槪念也可转移到连续变 tt 的函数极限.以 X - a 为例.设 

lim /( x )=0， limg (*)=0, 若存在4>0 ， B > 0 9 以及5>0，当0< 
*-•0 

U - a | <5时，有 

则称 / U ) 与 d *) 在时是同阶的无穷小 ft . 若 

广 - g(x) 

则称 / u ) 与 gU ) 当时是等价的无穷小 a , 记为 

fix) - g(x) (x-^a). 

若 

r ，⑴ n 
lim ——- = 0, 

*一。 g \ x ) 

则称当时 /( d 是较高阶的无穷小量，记为 


当时 / U ) 是较 g U ) 高阶的无穷小量，记为 

/(%) = o ( g ( x )) ( x -^ a ). 

若存在5>0,使得在0< U - a | <5有界， 


若存在5>0,使得在0< U - a | <5有界，则记为 

g ( x ) 

/(*) = 0 ( g ( x )) ( x ~^ a ). 

类似于数列的情形，由/(%) = 0 ( gU )) U - a )， 可推得 / U ) 
0 ( g ( x )) (^― a ). 
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根据以前计算过的极限，我们知道当 X — 0时 sin 戈等价于 x , 1!1(1 + 幻等 
价于 X ，等等. 

利用等价无穷小量，可以简化求极限的运算. 


例 S 求极限1 

X 

解 因为 


.In (\+ 2 x 2 ) 


所以 


In (1 + 2 x 2 )- 2 x 2 
sin x ^ x ( , 




= 丄 ) 2 = lin 

« *o 2 x x ' sin x ) *- 




总起来说，无穷小的比较是用它们趋向于 0 的速度快慢来衡域的.这个 
观念是分析中十分重要的观念，现在还不能很好体会.以后学多了，便会逐步 
加深理解. 

无穷小 ft 的阶是无止境的.换句话说，任一无穷小 ffl 都存在比它更高阶的 
无穷小量，也存在比它更低阶的无穷小 1. 例如，下面的数列中，后者是比前 
者更高阶的无穷小献： 

…， {1^}，{1^}，{士}，{$}，{告}，{士}，{予}，〜 

不仅如此，在上面相邻的两个无穷小嫒之间还可插人无穷小#,使得后者是比 
前者更高阶的无穷小贵.如{士}和 {$} 之间插人无穷小讀{士}，{士}和 
之间可插人无 穷小量等等. 

根据无穷大 M 与无穷小量互为倒数的关系，当％ —^时，若 /( W 是比 

更高阶的无穷小 M , 则^ ^是比^更高阶的无穷大量.因此完全类似 
地可以讨论无穷大量的比较，在这里不再叙述了. 


1 .当欠 —0 时，以： r 为标准求下列无穷小量 的阶: 
( 1 ) sin 2 x - 2 sin x ; 
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⑵ 士 -(1- 太) ； 

1 + X 

(3) V 1 + tan a: - v 1 - sin x ; 

(4) ln(l + ^); 

(5) -7 \ + X - 1; 

(6) e x -\. 

2 • 当时，以 x 为标准求下列无穷大量 的阶 : 
(1) x 2 ^ x 6 ; 

⑵ 4.r 2 + 6x 4 - x 5 ; 



(5) % 2 arctan 一 . 

3.当： c — 0时，下列等式成立吗？ 

( 1 ) o(x 2 ) = o (x)i 

(2) O(x 2 ) = o(x); 


⑶ 




⑸ VU)" o(x); 

(6) o( 太 ）= 0(x 2 ). 

4. 试证下列 各题： 


( 1 ) xsin -J x - 0 ( x2 ) 

(2) 2 x 3 + 2 x 2 = 0 U 3 ) U—»); 

(3) o ( g ( x )) ± o ( g ( x )) = o ( g ( x )) ( x -^ x 0 ); 

(4) o ( x m ) + o ( x n ) = o ( x n ) ( x — O)，m > a > 0; 

(5) o ( x m )o ( x n ) = o ( x m * n ) ( x —0), m , n > 0. 

5 .证明下列 各式： * . 

(1) tan x - x (0); 
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(6) (l + %) a - l - crA ： ( x — O )， 其中 

6. 运用等价无穷小量求 极限： 

2 arctan 丄 

(1) lim --- 

X -. ^ - cos X 

(2) Hn./iS - 1 ； 

x-o 1 - cos X 

(3) 

sin x 
2 

(4) iim ~ - . 

«-o x sin x 

7. 设 / U )~ gU ) U 一外）， 证明： 

f ( x ) - g ( x ) = o ( f ( x ))^ f ( x ) - g ( x ) = o ( g ( x )). 

8 •设 x —« 时， U ) 与 / 2 ( x ) 为等价无穷小， gl U ) 与幻 U ) 是等价无穷 
大，且 lim / 2 ( x ) g 2 ( x ) 存在，求证： 

a 

lim /, ( x ) g ] ( x ) = lim / 2 ( x ) g 2 ( x ) - 



第四章微商与微分 


微商概念来自一个连续量随另一个连续量变化的“瞬时”变化率.变化率 
是“瞬时”的，因此需要用极限定义，但带来的好处是使求微商的计算“机械 
化”了.求微商的法则中最重要的是复合函数求微商公式.作为一个漂亮的结 
果是，我们会求一切初等函数的微商，这是整个微积分运算体系的基础. 

微分概念来自研究函数在一点附近的变化.它的准确定义是函数改变量的 
线性主要部分.微分的运算归结为微商的运算，但由于有一阶微分形式的不变 
性，使在包含一阶微分的等式中可以作任意的变量代换，这是微分运算较微商 
运算优越的地方. 

槪念清楚，运算熟练与准确，是本章的基本要求. 

§1微商概念及其计算 


1. 微商概念 

微商是数学分析最重要的槪念之一，它的引进及其一整套的计算方法，是 
微积分具有巨大威力的源泉. 

直观上说，微商概念来自一个连续变世随另一个连 续变® 变化的“瞬时” 
变化率，即函数的变化率，它是质点作变速直线运动的瞬时速度的抽象. 

例1 质点作变速直线运动的瞬时速度. 

在第三章§3中，我们通过求自由落体瞬时速度引进函数极限概念.现在 
有了极限概念以后，可以考虑一般的作不等速直线运动的质点的瞬时速度.设 
质点 P 沿直线作变速运动，用 s 表示从某一选定的时刻幵始到时刻 t 为止质点 
所走过的路程，则 S 是/的 函数： 5= 5(0. 现在的问 题是： 已知质点 P 的运 
动规律 S = 求质点 P 在时刻化的瞬时速度. 

为此，我们考虑~附近的一段时间间隔——从化到以+土，在这段时间 
内，质点 P 所走过的路程为 

As = s ( t Q + At ) - 5( t 0 ). 

这时平均速度为 

-^5 s ( t 0 + At ) - s ( to ) 
r = Z 7 = At • 

由于运动是变速的，像自由落体那样，速度每时每刻都在变化.不过一般 
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说来，当时间间隔 i At I 很小时，质点的速度来不及有多大的改变’因此可以 
把运动近似地看成匀速的.这样，平均速度6 = g 就可近似地描述瞬时速度 

v{tQh 并且容易理解，当丨△丨愈小，则平均速度6 =念就愈接近瞬时速度 
r ( tQ )， 因而当 A — 0时，平均速度的极限就是瞬时速度，即 


f “0) = Iim 宇 = lim 

Al~*0 Lit A, - »0 


龙 0 


)- 
At 


(t 0 ) 


例 2 非均匀棒的密度. 


在物理上，形状接近于直线段的细长物体称为棒.捧的横断面很小而且在 
任何部位都是一样的.如果棒的任何长度相等的两段都有相同的质童，我们就 
说这棒是均 匀的. 对于均匀的捧，它的任何一段的质量，都与它的长度成正 
比，因此任何一段的质量与它的长度之比都得到同一个常数…这个量^可以 
看作是棒的单位长的质量，称为均匀棒的（线） 密度. 

虽然通常见到的棒的密度大体上都是均匀的，但随着科学技术的发展，如 
高速流体运动的研究，非均匀密度的槪念就越来越重要. 为了简 单起见，我们 
以棒为例说明这个槪念. 

如果一根捧是不均匀的，换句话说，在棒的某些地方物质分布得密一些， 
在有些地方则不太密，因而棒的同样长度的两段，一般说来就有不同的质敏. 
而每一段的质 a 与它的长度之比就不相同.很自然地，我们把这个比值称为棒 
在给定的这一段的平均 密度. 因为在给定的这一段上，物质的密度还可能有变 
化，它在这一部分密一些而在另一部分又疏一些，所以知道了这 .一 段的平均密 

度，一般说来，并不能使我们知道在这一段上的这一点或那一点邻近物质分布 
得有多密. 


我们取棒的一端作为计算的起点，即坐标原点，用*表示棒上的点对于 
计算起点的横 坐标. 物质分布在 (0,1) 段上的质锨是^的一个函数，它随欠的 
增大而 增大； 我们把这个函数记作 


m =/(:)• 

取定棒上的一点〜，给外一个改变则分布在由％到〜 + 之间的一 
段上的质最显然是 

=/Uo + Ac) - /( x 0 ). 

因此，棒在这一段上的平均密度是 

Am f(x 0 + Ax) - f(x 0 ) 

和前面瞬时速度的情况相类似，由于棒是不均匀的，密度在由以到这 
一段仍然有变化，所以这个平均密度并不能刻画捧在&这一点的密度不过， 



一般说来，当这段 ■棒 的长度丨土|很小时，这个平均密度可以作为棒在 M 处密 

度的近似值.并且容易理解，丨 4 x 1 愈小，则平均密度0 = ^就愈精确地描写 

棒在 M 的密度情况.因而当 Ax >0 时，平均密度的极限 

,、 Am /(x 0 + ^x) - f(x 0 ) 

-石- 

就完全刻画了棒在^这一点附近的密度情况，我们称它为棒在 以的线 密度. 

从上面两个例子可以看出，虽然问题的具体意义不同，一个是用平均速度 
的极限去刻画瞬时速度，一个是用平均密度的极限去刻画棒在一点的密度，但 
这两者从数量方面来看，它们都是利用函数 y =/( w 的改变量与自变量 x 的 
改变量之比即函数的平均变化速度的极限，来刻画这个函数在一点的变化速 

度.通常，函数变化的快慢是不均匀的，因此，对一般的函数来说， 比式# 

对于不同的以与 Ar 都是不同的，这个比值只刻画了在区间 [ M ， 4+ At ] 或 
[列 + A ， 外]上 y 对太的 平均变化率.对固 定的土 来说，它只是函数 y 在: r 0 
点的变化率的一个 近似； 而只有在 At 无限变小的过程中，我们才有可能把这 
个比值的极限看作函数 y 在:^点的变化韦，这个变化率称为微商，把它写成 
下面的定义. 

定义 4.1 设函数 y =/ U ) 在&点附近有定义.对于自变 M 在％点的任 
—改变馕 At = ^-^ 0 , 函数在该点的相应改 变设为 Ay = f ( x 0 ^ Ax ) - /( x 0 ). 
若极限 


；im ^ = Urn ^ 

n -o IJiX A*-0 


/( x 0 + Ac ) - f ( x 0 ) 


存在，则称函数 / U > 在 . t 。 点可导，并称极蜞值为 / U ) 在: r 。 点的微商 （ diff ei 
ential quotient ) 或导数 （ derivative ) ,记为 


厂（々），或/ L ，或 dim . 


若令：=以+ At ，则也冇 

/， u 卜 

«--0 * ~ x 0 

函数的微商是一个局部性槪念，它描写了在某一点附近函数相对于自变量 
的变化率，它在数值上的大小反映了函数变化的快慢，而它的符号反映了函数 
变化的增大或减小的趋势.由于变化速度是一个极其广泛的概念，因此微商的 
概念在一切自然科学与技术部门都经常遇到.例如电流强度、比热、变力做功 
的功率、化学反应的速度、有机体的生长速度等.微商和导数这两个名称都带 
有历史的痕迹.微积分建立初期，没有函数极限的准确槪念，只有两个微小量 
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之商这种直观理解，这便是微商这名称的由来.不过，当我们以后有了微分的 
准确槪念后，便知微商乃是微分之商，因此这个名称也有合理之处，这是后 
话，以后再详细说明.至于导数这个名称，是由于当时“微商”这个槪念不精 
确，受到了责难（这在前面第三章§1引进极限，讲自由落体的瞬时速度时提 
到过），有人把 “ 微商”用其他的方法（代数方法）导出来，所以叫做导数.不 
过，这种导出的方法并不理想，现在也很少有人用. 

回到前面讲的例子，现在可以说，瞬时速度就是路程对时间的微商，线密 
度就是质量对长度的微商. 

例 3 求 y = 在外的微商.给自变 tt 以改变 MAx ， 函数有对应的改变量 
△y = (A ) 2 - x 0 2 = 2x 0 Ax + (A* ) 2 ， 

它们之比为 

& + 令土 —0 取极限，即得函数在列的微商 

Ax 

y # l -* o = i ? oS =2%o - 

. 例 4 求 y = s inx 在外的微商.当给自变董以改变量 A 时，函数有改变 tt 
△y = sin ( % 0 + Ac ) - sin x 0 = 2cos | a: 0 -f ^ j sin 专， 

它们之比为 

I Ax \ . Ac 

^ 叶 o + T 卜 y 

Ac = Ax • 

•••. 2 

注意到第三聿 §3 讲到的两个重要的极限之一，就有 




因此 


lim — = cos 

A »— 0 

在〜的连续性，故7 = 4 


这里用到了 在太 0 的连续性，故7 = 8 &%的微商为 

y' \ XSXq = cos x 0 . . 

下面讲述微商的几何意义.函数 y =/(*) 在直角坐标系中的图形是一条 
曲线（图 4-1). 设％=/(&), /> (44。）是曲线上一点.对应于自变量的改 
变最 At , 函数有改变童 Ay = f ( x 0 + Ax ) - /( x 0 ), 这样 0 ( % 0 + ^ » Jo + ^ y ) 

就是曲线上 P (&,/()) 附近的一点，这时比值 # 就表示了曲线的割线的斜 

Ax 




§1 微商概念及其计算 


91 


率，即 Pp 与 x 轴正方向之间的夹角的 正切： 

RQ f ( x 0 ^ Ax )- f ( x 0 ) 

tan (p = — ： = -- - • 

Y PR 

• 

当 I At 丨愈来愈小， （？ 点就沿着曲线愈来愈接近于 P ， 而割线 P (? 也就愈来愈 
接近一条直线.当 At — O 时，0就趋向于/>,而割线的极限位置就是曲线 
在 P ( x Q ， y D ) 的切线，从而夹角$也就趋向于切线与戈轴正向的夹角0,割线 
的斜率便趋向于切线的斜率 tan I 即 /'( 外） = 加 1 f , ( x 0 )>0, 表示切线与 
: t 轴正向的夹角为 锐角； /’（&)<0,表示切线与： r 轴正向的夹角为 钝角; 
尸 U G )=0, 表示切线平行于: t 轴. 



B 14-1 

由此，我们知道曲线 y =/ U ) 在 PU n , y Q ) 处的切线方程为 

y - yo -/' ( x Q )(x - x 0 ) , 


法线方程为 


" 0 = 7 ^ (… 0) . 

例5 求曲线 y = /在对应于 以 = 2处的切线方程和法线方程. 

解 / U . 2 = 2 x | xa 2 =4, 故在对 应于列 = 2处的切线方程和法线方程分 


y -4 = 4 (x -2), BP 4 x — y — 4 = 0, 



若 y =/( x ) 在一个区间（《，6)内每一点都可导，即对区间的每一个以， 
有尸 Uo ) 与之对应，则微商也就构成了一个函数/ =厂（幻， ru G ) 就是这个 
函数在点的值.这时称函数 /( W 在 U ,6) 可导，/'(幻称为它的导函数， 
有时也称微商. 
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2 . 可导与连续的关系 


从导数的定义可知，若 / U ) 在〜点 可导，则极限]^。^=厂（〜）存在， 


这时^与厂“。)的差是一个无穷 小量: 


/'(xq) + Q , 


其中当 At — 0时， a ^ O . 因此 

Ay = f' ( xq) Ax + aAx . 

故当 At — O 时，有 dy - M ). 也就是说 / U ) 在以点 连续.把它写成一个定理： 
定理 4.1 若 / U ) 在〜点 可导，则 /( x ) 在外 点连续 • 

定理说明，函数 / U ) 在以点不连续，则它在： t Q 点一定不可导，但如果 
函数 在&点 连续，它是否就在&点可导呢？我们来看下面的反例. 

例 6 函数 / U )= M , 它在*=0点连续，但在 x =0 点不可导，事 
实上， • 


a. - *n * 


(AO- 

Ax 


=lim 


0^ Ax - 0 


=lim ^ = 1, 

=lim ■ Z ^ 1 = - 


左极限不等于右极限，即差商的极限 

A *— 0 

不存在，所以 / U )= UI 在: r =0 点不 可导. 



图 4-2 

从图 4-2 看到， M 在 x = 0 是连续的，但它在无=0没有切线，实际 
上这个点是曲线的尖点. 




一般地，若 lim 存在，则称 / U ) 在％ 点有左 导数； 若 

… 0 _ …。 

lim 存在，则称/ U ) 在〜点有右导数.极限值分别 i 己为 
*-*0* ° . 

/、（〜）和厂 + (以）.显然 / U ) 在 M 点可导当 R 仅当 / U ) 在 M 点的左：右 
导数都存在且相等. 

若 / U ) 在区间 U ,6) 可导，而 / U ) 在 a 有右导数 /、 U ), 在6有左导 
数尸_(6),则称 / U ) 在闭区间 [ fl ， fc ] 可导. 

3. 微商的计算 

下面讲述微商的计算.我们要给出基本初等函数的微商公式，并研究函数 
四则运算、复合函数和反函数的求微商法则.作为一个结果，我们会求一切初 
等函数的微商（如果它存在的话）.这里特别要注意的是复合函数的微商法则. 

(1) 常值函数 y = c . 

由于恒为0,故在任何一点都有 

〆= lim ^ = lim ° =0, 

At —0 0 HX 

因此 UY =0. 

(2) y ^ x \ 其中 ri 是正整数. 

对任意给％以改变对应的函数有改变 tt 
Ay = (x + Ax) n - x n 

n - 1 a fl ( H — 1 ) n - 2 / a \2 / k \ n 


x n ' 2 (Ax ) 2 


( AO n • 


因此 


^.-0 /\x 


故 “”， = w 1 . 

(3) 正弦函数 7 = 5〖11:与余弦函数 y = cos X . 

我们前面的例子已证明过 （sin w - cos X. 同理可推出 （cos w = - sin x f 
请读者把证明写出来. 

(4) 对数函数 y = log a :»: (a >0， a # l ). 

, log a (x-,Ax)-lo ga x WO 1 

r = lim --- = lim - t - • — 

A.-0 L^X ^j-0 X 


= 71 ^( 1 + 竽广 = 7 ,0gae = 士， 
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这里用到了 log fl ^ 的连续性以及第三章§3讲的两个重要极限之一， 
lim(l + x ) U e . 结果得到 


( log a . t )’ 


特别地 


，（ 〆 以） #0). 


从 sin 与 logy 的微商公式推导过程就知道，我们为什么在第三章§3中 
把那两个极限称为重要极限. 

现在我们来证明微商的四则运算法则. 

定理 4.2 若函数 u (幻和 I ； ( x ) 在点可导，则 

( i ) ( u ( x ) ± v ( x)Y \ xsx = u 1 ( x 0 ) ± v ( x 0 )i 

0 

( ii ) ( u ( x ) v ( x ))' \ XMXo = u ( x 0 ) v ( x 0 ) u ( x 0 ) v ' ( x 0 ); 

⑽ ( 微 1 … ， ， 卜 一 . 

证明 （ i ) 因为 

u (a ： 0 4-At)±l ； (x 0 -f^J> ： )-(M(^o)±l ； (a ； o)) 

a 

[ u(%o ^- U (太 0 )] 土 ( v ( x 0 ^ Ax ) - r (% o )] 

= ^ 

所以 （ u ( x )± v ( x)Y L »* 0 = ljin [ 差 ± 盖 ] =u ( x 0 ) ± v ' ( x 0 ). 

( ii ) 由于 

u ( x 0 -¥ Ax ) v ( x 0 -¥ Ax ) ~ u ( x 0 ) tj ( xo ) 

Xx 


(:0 + Ar ) - u ( x 0 ) 


(x Q + Ax) 


v ( x 0 -¥ Ax ) - v ( x 0 ) 


(太 o ) 


= ^ v ^ x 0 &) + u “0) 差， 

注意到可导必连续，则 

( i /(:) t ；“))’ i x = ， o = jim [ 普 1 ^文。+ ^) + “( 太0)盖] 

= u ( x 0 ) v ( x 0 ) + li(*o)V’ （《 o). 


iii ) 由于 


Ii ( Xo + At ) Ii(x 0 ) 

v{xq ^ Ax ) v { x q ) 






_ Z ^ v(xo) ^ u(xo) ^ 

v( x 0 )v(x 0 + Ax) 
同样利用可导必连续得 


v(x 0 )v(x 0 + Ax) 
Av 


(uU)\ # l -r ^ vUo) ^ u(xo) ^ 

' y( x) / i ~ aI™o v(x q ) v(x 0 + /\x) 


u (x 0 )v(x 0 ) - u(x 0 )v , (x 0 ) 
V 2 (x 0 ) 


定理 4.2 证完. 

利用商的微商运算法则，立得 


—)，■’= 


(co "〉’ = ( si ) = 


M 后我们将利用反函数的求导法则来求指数函数和反三角函数的微商.先给出 
反函数的求微商法则. 

定理 4.3 若函数 y=/U) 在 x Q 点附近连续且严格单调，又 ru Q )#o, 
则其反函数太 = p(y) 在点70=/(々）可导，且 

证明 由 /U) 在〜附近连续且严格单调，则反 函数尤 = 9()0 在凡点附 
近连续且严格 单调. 因此，若 no_0, 则 x-M= 9 ( y )-^(_r 0 ) 尹 0, 且当 
y Q 时有故由复合函数求极限法则得 

.. 9(7)— 9(; ro ) t . < p ( y ) - < pbo ) 


r-y 0 r - yo " r-r 0 /(^(r)) -f(<pbo)) 
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定理 4.3 证完. 

(5) 指数函数 y = /( a >0， a # l ). 

指数函数 y = a x 9 ® ® ) 是对数函数 x = log a y , y € (0, + ® ) 的反 

函数，而 T = log a ： K 在定义域内连续、严格单调且/ 因此7 =〆 

在其定义域内可导，且 


J = 


^ TV ) 


= yin a = a*ln a . 


(6) 反三角函数. 


( i ) 若 y = arcsin 文 ， 则 y ’ = y -—( -号 < y < 号， 一1< x <1); 


(ii) 若 y = arccos x , 51'J y = ■ ■- * - (0 < y < 7r, - \ < x < \ ) ; 

V\- x 2 

iii ) 若 y = arctan 太，贝 1 J 〆 =J ~ 2 (-号 〈号 ， - ®<^< + 00 )； 


( iv ) 若 y = arccot x ，贝 ！ I 〆 = 


(0 < y < 7T, - oo < x < 


# 

事实上，由于 parcsinx , <(- l ， l ) 是 x = siny ， y €(- U ) 的反函 
数，而 x = S in y 在(-号，号)连续、严格单 调且/ = cos y ^ O , 因此 

• y = 7(7) = = 71 - sin 2 r = h ’ 

故 （ i ) 成立. （ ii ) 同理可证. 

由于 ： y = arctan x % x 6(-®,+ ®)^ % = tany , >^(-号，号)的反函数， 

而 : t = tan y 在(-号，号)连续、严格单调 a *，= sec 2 y #0, 因此 

,_ i_ _J _1_ I— 

故 （ iii ) 成立. （ iv ) 同理可证. 

下面叙述复合函数的求微商法则. 

定理 4.4( 复合函数求导法则）若函数 u = g (；0 在点可导， y =/( a ) 
在 u Q =g (外)点可导，则复合函数/。&(幻 在利 点可导，且 

(f°gy(x 0 ) = /’u 0 )g’u 0 ) =/ , (g(x 0 ))g , (x 0 ). 


或 



证明定义函数 
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/(a) - /(u 0 ) 


H(u) - 


- U Q 


/’ （ 以 0) ， 


= u 0 


lim H(u) = lim —~ 八 U °^ = f ( u 0 ) = ff( u 0 ), 

« 0 «-- 0 u - u 0 

故 W ( u ) 在 u 0 点连续.在恒等式 

f(u) - f( u 0 ) = //( u)( u - u 0 ) 

屮令 Ii = g u ) 代人得 

f(g(x)) - f(g(x 0 )) = H(g(x))(g(x) - g(x 0 )) t 

两边除以 X - M 得 

f(g(x) -f(g(x 0 )) ^ v )) g(x) - g(x 0 ) 

X - x 0 g X ~ x 0 

由复合函数的连续性知 

lim H(g(x)) = H(g(x 0 )) = H(u 0 ) = / ’（ u 0 ) ， 


由于 g ( x ) 在点可导 


£ ^ = 作。)， 


(f ° g)' (x 0 ) = lim 


f( g(x)) -f(g(x 0 )) 




= f ， (no)g'(x 0 )=f'(g(x 0 ))g , (x 0 ). 
请读者思考：为什么要引人函数 H ( iO ? F 面的证明是否正确： 
Ag(x)) -f(g(x 0 )) f(u) -f( u 0 ) u- u 0 


- *0 


- ^0 


-*0 


/( li ) - /( Up) g(x) - g(x 0 ) 


- W 0 


一 ：0 


当：* 时，有 u ~* u 09 故定理结论成立 • 

若 y =/ U ) 的定义域包含 u = g U ) 的值域，且两个函数在各自的定义域 
上可导，则复合函数 ( x ) 在定义域上可导，导函数为 

(/^ g y(x)^/ f (u)g f (x)=/ f (g(x))g f (x ) 9 

dy^dydu 

也可写成 /，= / 〆 <• 

上述公式也称为链式法则，它可推广到多个函数的复合情形.例如，可导 




第四章微商与微分 


函数 y =/ u)，a = g M 和 i；=fc U ) 的复合函数7 = (/。尽。/1)(太）对：的导 
数为 

(/。客。 M ， U )=/，（ u )/ r ，（ t ；) ft ， U ) 

= f ， (g(h(x)))g l (h(x))h f (x) 

或 y x =，•》*’• 

链式法则有很简单的物理意义. g ' U ) 是: c 在单位时间内 a = g U ) 的变化， 
/' U ) Su 在单位时间内 y = / U ) 的变化，而 (/ 是 x 在单位时间由 

y =/( gU )) 决定的变化，所以应有 

(f ^g) ， (x)=f l (u)g > (x). 

(7) 幂函数 y = /在 x >0 的微商/:似。- 1 . 

事实上 y =/ = ^ ln *, 它可视为 y = 和“ = aln * 的 复合. 由链式法则有 

(x a Y = (e u Y(a\n %)，= e u ! = e oln 复丄 = 奴 。 ■ 1 • 

x x 

现在把求微商的方法总结一下.首先，我们有一张微商表，它包含了所有 
基本初等函数的微商 公式： 

(1) ( cV = o ； 

(2) (x°y =ax a -\ (x n y = fix"- 1 , 

(3) ( a x y = a x \n a , ( e*V = e *; 
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( 1 ) ( U ± u )' = u ' ± v r ; 
(2) ( uv) f = u'v + uv 1 ; 


(3) 

參 

(4) r ； = 4-； 

x y 

(5) y \ = y „ u [ x . 

这张微商表和这些求微商法则，读者是要熟记的.根据这张微商表和微商 
法则，我们便能够计算一切初等函数的微商了.由此可以体会到作为函数“瞬 
时”变化率的微商概念的重要性.设想如果人们只有平均变化率，也就是只有 


差 商#, 而不令 At — 0取极限，人们可以得到像 （sin = cos %， ( e t&nx Y = 
Ax 

- Vv ani 这样简单的计算公式吗？可以这样说，能够计算，或更准确地，能 

cos X 


够“机械化"地计算一切初等函数的微商，是引入微商槪念（瞬时变化率）的 
重要原因，这一点等学到本书第七章、第八章时，读者将会更深刻地领会这 


—点. 

例 7 设 y = sin 怎 2 ,求 〆 . 

解 y = sinx 2 可视为 y = sin u 和 u = x 2 的复合，故 

y ' = (sin a )’（ x 1 )' = (cos u ) • 2 x = 2 xcos x 2 . 

例 8 设 y = sin 2 x ，求 〆 . 

解 y = sin 2 : t 可视为 y = u 2 和 u = sin ;»: 的复合，故 

y ' = ( u 2 )' (sin x )' = 2 ucos x = 2 sin xcos x = sin 2 x . 


例 9 求，. 


解 y = — 1 — =( l - x 2 )] 可视为 y - u 4 和 u = l - z 2 的复合， 

VI - X 2 


故 


y 


，= U_5) ，（ i -/)，=- 


2 


(-2太）= 


( 1 - 


/1 


例 10 设 y = # +1) v 1 + 

解两边取对数得 


-1), 求 /• 


In y = ln ( x + V 1 + x 2 ) - ln ( : r + 1 ) 2 - In 


ln ( x + V \ ^ x 2 ) - 21 n ( x + 1 ) - — ln ( 1 + a : 2 ) , 


上式两边对 x 求导得 
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I :. 


因此 


1 ( ! \ .212^ 
x + ^ \ + x 2 ' 2 \’ 1: X 2 I 欠 + 1 2 1 + 太 4 

_ 1 一 1 _ x 

= / T 77 2- 

_ ^ + y 1 Vx 2 / 1 _ 2 — _ x \ 

： U + i) 2 yT7^'/T77 2 x + l i + 外 


例 11 设 ； K=? in *U>0), 求 〆 . 

解 两边取对数 

In y = sin x\n x t 

再两边对*求导得 

^ = cos^ln, + ^, 

y x 

故 y = ? in :( C os x-ln ^ + 

例 10 和例 11 采用的方法也称为对数求导法，它能简化求导运算.例11 
也可用链式法则求得. 

因为 y = % * in * = e >in * ,n 1 ,所以 

y' = e linx，lnx (sin ^-ln xY 

= e — 卜 .1 …〒） • 

= x* in cos X'\n X + 8 -). 

从这几个例子，读者可以体会到，我们能够计算一切初等函数的微商了， 
而且计算不需要任何技巧，只用到微商表与运算法则，的确是“机械化”了。 
下面再举两个说明函数在一点连续但并不可导的例子. 


例 12 函数 / U ) = U -1) J , <(- 00, 
内连续，但 


) 是初等函数，故在定义域 


lim --= lim( % - 1 ) ' 3 = 00 , 


故 /( x ) 在 x = l 点不可导.当：时有 


/'(«) = - 0 ' 3 . 


几何上表示曲线在 X =丨处的切线平行于 y 轴. 

例13 设 


/(太）= 


， x 5^0 
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当 I / O 时，函数 / U ) 是可 导的： 

f 9 { x ) = sin 丄-丄 cos 

x x x 

显然 / U ) 在: r =0 连续.而由于极限 



/( ^)-/( 0 ) 


= lim 


= lim 





不存在，故 / U ) 在 x =0 点不可导.我们知道，当时 ， sin 士不断地在1 

和 -1 之间摆动.从图形上看就是当点沿曲线趋于原点时，割线在直线 
r = ± Z 之间摆动. 



图 4-3 

注意，并不是割线不断摆动就无切线.例如函数 


/(太）= 


# 0 , 

= 0 , 


lim — V — = limxsin 丄= 0 


ru) = 


2 a ; sin —- 


可见 / U ) 在:^=0点可导，事实上在0点割线的斜率 xsifi " 1 •也是不断摆动的， 
但它有个极限位置 y = 0. 

上面几个例子都说明，函数可以在一点（当然也可以在任意有穷 个点） 连 
续但不可导，这在几何上是很直观的.是否存在函数，在整个数轴上连续，但 
处处都不可导呢？历史上很长一段时间内，人们从几何直观出发，总认为这是 
不可能的.怎么能想像一条连续曲线处处都没有切线？直至19世纪中叶，魏 
尔斯特拉斯给出了一个例子，它在数轴上是处处连续处处不可导的，才使人们 
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图 4-4 

纠正了过去的误解.这例子表明，单靠直观，人们的认识是会受到局限的. 

习 题 

1. 求抛物线7 = /在4 (1,1) 点和在 -2,4) 点的切线方程和法线方程. 

2. 若 S = vt - ■^•妒 2 ，求 

(1) 在 t = l ， 1 = 1 + A 之间的平均速度（设 A = 1，0.1,0.01); 

(2) 在 t = 1的瞬时速度. 

3. 试确定曲线 y = ln X 在哪些点的切线平行于下列 直线： 

⑴ y = ^-l; 

(2) y = 2 x -3. 

4. 设 / U )= A 

ax ■¥ b , x <3, 

试确定 a , 6 的值，使 / U ) 在 : t = 3 处可导. 

5. 求下列曲线在指定点 P 的切线方程和法线 方程： 

(1) y = j , P (2, l )； 

(2) y = cos x , P (0,1). 

6. 求下列函数的导 函数： 

(1) /U)= Ul 3 ； 

⑵ /“ )= {: +1 ，1’ 
ll ， x < 0; 

7. 设函数 / U )= ( m 为正整数） • 

0 ， x = 0 
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试问 ： （1) m 等于何值时， /( x ) 在文=0 连续； 

(2) m 等于何值时， / U ) 在 x =0 可导； 

(3) m 等于何值时，尸 U ) 在 x =0 连续. 

8.设 g (0) = 〆 （0) = 0, 


f(x) = 


0 , 


#0, 

= 0 . 


求尸 (0). 

9. 证明： 若 ruo ) 存在，则 


， - f(x 0 + Ax) -f(x 0 - Ax) ^ #/ x 

i?o - 2Ai - = ， （々 )• 


10. 设 / U ) 是定义在 （- 
) ，有 


) 上的函数，且对任意 x 2 e (- 


f(x x + X 2 ) =/(^|)/( * 2 ) - 

若 r ( o ) = i ， 证明对任意： oo , + oo ), 有 /，（ x ) =/(;c) . 

11•设 / U ) 是偶函数，且/'(0)存在， 证明： 厂（0)=0. 

12. 设 / U ) 是奇函数，且尸 u 0 ) = 3, 求广 （-〜）• 

13•用定义 证明： 可导的偶函数的导函数是奇函数，而可导的奇函数的导 
函数是偶函数. 

14. 求下列函数的 导数： 

( 1 ) y = x 2 s\n x; 

( 2 ) y = xcos x + 3 尤 2 ; 

(3) y = xtan x - lx ^ 6; 

(4) y = e r sin x - 7 cos x + 5 a : 2 ; 

(5) y = 4 A + 士 -2: 3 ; 

(6) j = 3 a ： + 5/« + -^； 

/ 7 N 1 + X 2 

⑺ • 

(8) ” rr ^ 

(9) y = (i - xH 2- x y 

( 10 ) r = — 

1 + V A ： \ X 

/ , , \ 1 + - J~X 

00 y = - t =\ 

1 - V x 
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为常 数）； 


vl+x+vl-* 

16. 用对数求导法求下列函数的导数 


⑵ y = r^vr777 ； 

(3) r =(% + /] f 7?)" ； 

(4) y = x \ x >0; 

(5) j = x ,n % 太 >0 ; 


( 6 ) y =(1 

(7) r = ^ ,fl 

(8) y = a s 


>0; 


>0; 

> 0 . 


17. 设 /( x ) 是对: t 可求导的函数，求 

dx 

⑴ r =/( x 2 )； 

(2) r=/(e , )</ l *>5 

(3) y =/(/(/(*))). 

I 8 •设 pU ) 和 0 U ) 是对 x 可求导的函数，求#: 

dx 

⑴ y = 7 (p 2 (x) ^ tp 2 (x )； 

(2) y = arctan (<p(x)^0); 

^ ( x ) 

(3) y = ip ( x ) (< p ( x ) >0); 

(4) y = log 9 ( r) 0 ( x ) (< p ( x ) >0, ip ( x ) >0,< p ( x ) ^\) 

19. 求下列函数的 导数： 

(1 ) y - e <,v ( cos bx + sin bx ); 
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微商的概念，描述了函数在一点的变化率，它自然地也就描述了函数在一 
点附近的变化情况.考虑函数 y =/ U ) 当自变量: r 的改变 ft 为时，函数相 
应的改变《 Ay 的变化. 

设; y =/ u ) 在 z 点可导，即下面的极限 存在： 

/，⑴ = 

As— 0 

因此 ~ =/' ( x ) + o , 

Ax 

其中 a 是一个无穷小 tt (当 At —0), 即 0 —0(&-0).于是 

Ay=f , (x)Ax + aAx=f , (x)Ax + o(Ax). 

这样被分解为两项之和，第一项和成正比，也就是 Ax 的线性 函数； 第 
二项是当时比 Ar 更髙阶的无穷小量.如果把 y =/( x ) 视为时间 x 时所 
走过的路程，那么 /'( x ) 就是时刻 x 时的运动速度.于是第一项 /^ x )& 是 
以匀速/穴幻运动，在 Ar 时间内所走过的 路程； 而第二项则是因为加速度的 
作用而产生的附加路程.尽管这里没有写出第二项的具体表达式，但我们知道 
它是比 Ar 高阶的无穷小 t . 也就是说，当 | Ar | 很小时，它比第一项要小得 
多，因此记第一项为~的主要部分.根据这样一些特性，我们给出如下 
定义. 
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定义 4.2 设 y =/ U ) 在 U ，6) 有定义，如果对给定的 xGU ,6), 有 
Ay=f(x + Ax) -fix) = AAx + o(Ax), (Ax~^0). 

其中 4 与 At 无关，则称 / U ) 在太点 可微，并称 / lAt 为函数 / U ) 在 x 点的微 
分，记为 

Ay = AAx df (x) = AAx . 

上述定义中有两个槪念，一个是可微的概念，另一个是微分的概念.从定 
义可知，微分具有两大重要 特性： 

1) 微分是自变 M 的改变 MAr 的线性 函数； 

2) 微分与函数的改变量 dy . 之差是比 At 髙阶的无穷小量. 

由于特性 2), 我们称微分 dy 为改变量 Ay 的主要部分，又由干特性 1), 

微分 dy 进一步称为改变量的线性主要部分.事实上当 dy #0 时 

Ay + o(Ax) 

lim — = lim -:- 

dy dy 

= l 2 z ( 1 + ^ 1 ) = l ' 

即与 dy 是等价无穷小 ft . 

显然，当％在 U , M 中变化时，系数/! 也随* 变化，因此它是;^的函数， 
故微分 dy 既与 x 有关，又与土有关，而 x 和 Ac 是两个互相独立的变撤，但 
它对上的依赖是线性的. 

例1自由落体运动中，物体下落的路程 s 与时间 i 的关系是 

5 ⑴= y ^ 2 . 

根据 = 5(/ + ^ r )-5(/) = yg (t + At ) 2 - y ^/ 2 

=yg (2tAt + (^) 2 ) = gtAt + -jg (^O 2 * 

即 A 可表为 △的 线性函数和 A 的髙阶无穷小量之和，由微分定义知，5 (t) 
在 f 点可微，且微分 

ds = gtAt. 

它等于我们一开始讲过的，以匀速 ^( f ) = gf 运动，在 △时 间内走过的路程. 
例2圆面积 y = 7 T /? 2 , 在/?有改变暈△/?，对应地函数有改变 ft 

Ay =7 t (/? + ^/?) 2 -nR 2 
= 2 nr AR + n (AR ) 2 . 

△7可表示为 d /? 的线性函数与△尺的高阶无穷小之和，故函数在/?可微，且 
微分 


dy = 2nRAR. 
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从几何上（图 4-5) 看， 7 t /? 2 表示半径为的圆面积.微分可以这样理解，当 
半径变大即圆面积膨胀时，设想圆周长保持不变，半径增大所引起的 
圆面积变化尺，这就是圆面积的微分.它与以？成正比，与圆面积真正 
的变化之差是较高阶的无穷小.当然圆不可能保持周长不变而膨胀，这只 
是一种设想而已.但当很小时，两者之差就更小了. 

例3 设正方形的边长为： r , 则面积为 、 

f(x) = x 2 . 

Af (x) - (x Ax) 1 - X 2 
= 2xAx + (Ax) 2 , 

即 yu 〉 可 表为& 的线性函数和 & 的高阶无穷小量之和，故 / U ) 在 X 点可 
微，且微分 

dy = 2xAx. 

从几何上看（图4-6)， 2 A 即是图中阴影部分的面积，而 （ At ) 2 便是以 
△ x 为边长的小正方形的面积.当边长 x 有一个微小增量&时，面积的增 
量可近似地用阴影部分代替，而忽略的部分仅是长为 At 的小正方形面积. 
和圆面积的情形类似，同样可以设想边长为： t 的正方形，当： r 变大，即正 
方形膨胀时，正方形的总边长保持不变所产生的面积变化即为面积 
的微分. . 

上面三个例子中的函数都很简单，可以想象，若函数稍微复杂一点，按可 
微的定义去求的分解式，并不是件容易的事.其实，在本节的开头，我们 
已 推出： 若 / U > 在: t 可导，则 / U ) 在 x 可微，且时=厂（幻&.进一步我 
们有下面的定理. 




X Ax 

图4 - 6 

定理 4 .S 函数 y =/ U ) 在又点 可微的充要条 件是： 函数 /“） 在 戈点可 
导.这时微分中 Ar 的系数 

证明充分性前面已证，下证必要性.设 / U ) 在: r 点可微，由定义知 
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Ay = AAx + o ( Ax ) , 


因此 


lim 


At 


=lim 


( Ax ) 


Ax 


=A 


故 / ( r ) 在 a : 点可导，且 /' ( x ) = .4 • 

这个定理告诉我们，对一元函数而言，可微与可导是等价的，且有关系式 


dy^/ f (x)Ax. 

这个公式使我们可以方便地求出函数的微分.如前面三 例中： 

s (0 = \ gt 2 y S f ( t )- gt 9 则心0〉=庐以. 

/(/?) = tt /? 2 , /，（/0 =2 ti /?， 贝 |J df ( R )= 2 nRAR . 

/ U ) = x 2 , / f U )=2 x , 则 d /(. x )=2 x ^ x . 

若 y = :«, 则/ = 1，于是 

d j = dx = 1 • Ax = Ax. 

因此我们规定自变 M 的微分 h 等于自变燉的改变 M Ax . 这样微分公式乂可写为 


dy=f , (x)dx t 

f 純艺=/，“)•雜錄綱’ ㈣ 艺 Sifg 赃#7贱 

槪念之后，微商可以肴作是微分之商.也就是说，微商的确是微分之商. 

历史上，牛顿把自变 ft 理解为时间 t , 称函数 x 为流 m , 称函数的变化速 
度（变化率)为流数，记作丨，把函数的无穷小改变称为瞬（⑽记为戈0, 
这就是他的直观的微分槪念.对他来说，微商是微分之商是理所当然的.由于 
没有清楚的极限概念，他的微商微分槪念，都是不精确的.后来有了极限概念 
后，才把微商概念搞清楚，并给出了微分是函数改变置的线性主要部分的定义，从 
而也得到了微商是微分之商这个理论与直观统一的结论 dy ^ f '( x ) dx . 根据这 
—点，历史上微商也有称为微分系数的 （differential coeficient ). 

借助于微商的几何意义，我们立即可得出 
微分的几何意义.由于 

iiy = f ' ( A ：) dA ： = tan adx , 

因此微分时是曲线 y =/ G ) 在 U ，： r ) 处的切线 
对应的改变鳢.用微分近似地代替 改变量 
△ y , 从几何上看就是用切线的改变量近似地代 
替函数的改变量（图 4-7). 

从微商表，我们很容易得到基本初等函数 
的微分公式，如 



图 4-7 
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dx ° = ax a - l dx ; 
de x = e x dx ; 

din x = 丄 dx ; 


dsin x = 


xdx 


等等.同样借助于微商的运算法则，立即可得下面的微分运算 法则： 

( 1 ) 四则运算 法则. 

d (/( x ) ± g ( x )) = d /( x ) ± dg ( x ); 
d (/( x ) g ( x )) = g ( x ) d /( x ) ^/( x ) dg ( x ) ； 

( 2 ) 复合函数的 微分. 

设; y =/( w ), u = g ( x ) , 则复合函数 y =/( g ( x )) = 9 (戈）的微分为 
dy = (/ ° gY ( x)dx - f ' ( g ( x )) g ' ( x ) Ax . 

上式中，实际上 / # UU ))=/’ U ), g '( x)dx = i \ u . 因此微分 dy 也可写成 

Ay ~ f ( u ) du . 

把 d ： y =/〃（ u ) du 与扣 = 相比较，虽然*是自变 ft , u 是中间变设， 
但两者形式上是一样的，这一性质称为一阶微分形式的不变性.一阶微分形式 
不变性说明，可以在微分等式中代人变 M . 例如 y = u = * 2 , 则 

dy = e u da , 

代人变 M u = / 得 

Ay = e * dx 2 = e * 2 xAx . 

这种“代入”运算，在微商公式中就不可以做.例如在 /= e “中代入变撤 u = 

/,得/=^ 2 ,显然结果是错误的.以后我们将看到，正是由于在微分式中可 
以任意作变》代入，使得许多时候微分运算比微商运算更重要. 

例 4 设 


利用微分运算法则求函数的微分. 

解 


dr = 


6 ) dsin ( 


cos ( ax + 6 ) d ( 


： 2 )dx - xd ( 1 十 x 2 ) 

(1 + ^ 2 ) 2 

、 (1 + x 2 )dx - 2 x 2 dx 

) + ~~~— 


6)d " + (T7^ d 
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* 6) acos ( ax + b ) + - - • 


例5 求 sin 3 P 的近似值. 


解 令 / ( x ) = sin 太 ， x = 30° = Ax = 1 
△/ ( x ) as d / ( x ) 得 

f {x ^ Ax ) ^ f { x ) f '( x)Ax , 

BP sin 31° = sin (晋 + J ^ q | = sin 晋 + cos " 

«Y + yxO .017 45 = 0.515 1. 


用近似公式 


6 180 


1 .求下列函数在指定点的 微分： 

( 1 ) y = fl n % n + u " - 丨 + …+ ci|X + a 0 ， 求 dy (0 )，Ay (1) ; 

(2) y = sec x + tan ;r , 求 dy (0) ， dy ( | j 和 dy ( 穴） ； 

I ^ 

=~arctan — , 求 dy (0 ) ， Ay ( a ); 

y = -~ + ^2 , 求 dy (0.1), dy (0.01). 

下列函数的 微分： 
x 


y ^ x \nx - x ; 
y = 4 ~x + In jr - -^r ; 



u , t •是 x 的可微函数，求 dy : 



第四章微商与微分 


4. 求下列函数的微分 dy : 

( 1 ) y = sin 2 1 , t = In ( 3 x + 1); 

(2) y = In (3 f + 1) , l = sin 2 x ;. 

(3) y = e 3u , u =i = a ： 3 - 2 a : + 5; • 

(4) y = arctan u , u = ( lnt ) 2 ，/ = 1 + jr 2 - cot x. 

5. 求下列各式的近似值 

(1) /T20; 

(2) arctan 1.05; 

(3) sin 29°; 

( 4 ) 

V (2.037) 2 + 1. 

§3 隐函数与参数方程微分法 


1. 陇函数微分法 

前面讲的函数关系，都是通过 y =/( x ) 这样的形式给出的，其中/( X )是 
X 的某种算式，我们称用这种形式表示的函数为显函数.如 

y = sin x + cos 2 x « y = e x + x 2 . 

有些函数，自变毋与因变砑之间的对应法则是由一个方程确定的.例如 

〜 2 = 1 ， W = 1 _ 

一般地，对于方程 

F (x ， y) =0 ， . 

若存在集合 X ，对任意:存在唯一确定使得点对 U , y ) 满足上 
述方程，则称方程 F (: t ，； K )=0 确定了隐函数，记为 

y =/ ( 太）， x ^： X . 

这时有 

F (x,/(%))s0, x^: X. 

例1 方程^ + / = 1可以确定隐函数 

y = V I - X 1 , [ - 1, l] ; 

和 r = - V \ - x 2 , a ： 6 [- 1 ， 1 ] ; 

它们都是连续函数.但也可以确定隐函数 
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>/ 1 - x 2 ， x ^: [0,1] , 

y = _ _ 

- V’ 1 - 尤 2 ， x€ [ - 1 , 0 ) , 

它在 z =0 点不连续. 

这个例子中的函数 y =/ U ) 是可以从方程“解”岀来的.也有些隐函数， 
例如由下面方程确定的隐函数 



它不能简单地解出来.但以后我们会知道，对每个 X ，的确有且只有一个 y 与 
之对应，因而它确定 y 作为 x 的函数，不过不能写成 y 作为 x 的初等函数.当 
然，并非任一方程都可确定隐函数，例如，方程 

a : 2 + y 2 + 5 = 0 

在实数系里就不可能确定任何隐函数. 

以下我们假定在一定条件下，方程 

F (x 9 y) =0 

可以确定隐函数 7 =/(1),并且是可导的.在这个前提下，我们通过举例，给岀 
隐函数的微商法.重要的是，在计算过程中，我们无滞把 y 解为 x 的显函数. 

例2由方程: t 2 + y 2 = l 确定隐函数 y =/ U )， 求 

解将7=/(：0代入方程，则方程为恒等式，即有 

x 2 -^(f(x)) 2 si. 

将 (/ U )) 2 视为复合函数，在恒等式两边对: t 求导，得恒等式 

2 x^ 2 f(x)f , (x)m 0 . 


解得 


/ 二 /， u )= - 


f(x)_ y 
也可以利用微分运算求隐函数的导数.在方程 

+ r 2 = 1 


两边求微分得 


2xdx + 2ydy = 0 士 . 


解得 


，=& = - 


y = 


dx 


y 


例 3 已知…-士 si ” = 0 , 求芒. 

解在方程两边对; t 求导，并注意 y 是 x 的函数，得 


r - I - 


广/ =0, 


解得 
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例 4 已知 V = / U >0， y >0)， 求 

解在方程两边取对数得 

y\n x = x\n y , 

两边对％求导，并注意 y 是 z 的函数，得 


= In ” yy' 


解得 


, xy\n y - 

y = ^7 T 


2. 参数方程微分法 


在解析几何中，常用参数方程表示曲线.例如椭圆的参数方程为 


{ X - a cos t v 
r = 6 sin t , 


G [0,27 t ]. 


一般地，设曲线的参数方程为 

= X (t) , 


[x = x(t), 

ly = y(0, 


^ [ a , 6 j . 


若 xU ) 有反函数 t = 则可得复合函数 

y = y(t(x)). 

进一步设 x (0 和 y («) 在 U ,6] 连续、可导，且由复合函数求导法 
和反函数求导法得 

dy dy At y r (t) 


dx d( dx 


例 5 已知椭圆参数方程为 


{ x = a cos t , 
r = 6sin t , 


6 [0,27 t ] f 


求砮. 


Ay y U) 


例 6 —轮子沿一直线滚动，轮子上一定点的轨迹曲线（见图 4-8) 称为 

旋轮线，其参数方程为 

{ ^ = a( t - sin t) 9 ^ ^ 

/x 、 0 彡 f 彡 2 tt . 

y = aU - cos l), 

求出曲线上斜率为 1 的切线. 

解旋轮线上任一点切线的斜率为 


隐函数与参数方程微分法 



图 4-8 

• y ' t a sin t . t 

,wr:<^) =cot ? 

令 /，= i ， 解得它对应旋轮线上的点 , 故斜率为 1 的 
切线为 



化简得 


x - y ^ a 





1. 求下列隐函数的导数 

dx 

(1) ^ + ^ = 1 U ，6 为常 数）； 

(2) y 1 = 2 px (p 为常数）； 

(3) x 2 + ^ + y 2 = a 2 U 为常 数）; 

(4) x 3 + - xy ^ 0; 

⑸ y = x + +sin y ; 

(6) xi + yJ = a 3 (a 为常数）； 

(7) y = cos (x + y ); 

(8) y = x + arctan y ; 

(9) j = 1 - In (* + y ) + e } ; 
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2. 求下列参数方程的 导数: 



1 y = a sin l 

3. 求函数 y = ： r ( x ) 在指定点的 导数： 

⑴ y = cos x + ysin y 9 ( y,oj ; 

⑵ ye * + In y = 1 * (0,1); 

… f x f - sin 丈 ， . ^ 

(3) 在 f = +, tt 处； 

I y = 1 - cos 1 9 L 

⑷广…;， .在 t jn 

ly = ( - r, L 5 

4 . 一圆锥形容器，深 10 m ， 上顶 IM 1 半径为 4 m . 

( J ) 潲入水时，求水的体积 V 对水面高度/ * 的变 化率； 

'(2) 求体积 V 对容器截面圆半径的变化率. 

5 •设 a : = a cos 3 1 y y - asin 3 f . 

(1) 求 y(x )； 

(2) 证明曲线的切线被坐标轴所截长度为一常数. 

6.证 明： 曲线 p = a(e ° s < + fsin ^上任一点的法线到原点的距离恒等 

Iy = a(sin t - tcos t ) 

于 a . 

§4 高阶微商与高阶微分 


1 . 高阶微商 

物体运动的瞬时速度1；0)是路程 S 关于时间 t 的变化率，即 

V (t) = s'(t) =^. 
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而物体运动的瞬时加速度 a ( t ) 则是速度 I ；关于时间£的变化率，即 

或 “⑴+淵) • 

由此产生了导函数的导数即高阶导数的概念. 

一般地，设 y =/ U ) 在 U , fe ) 可导，则厂 U ) 仍是 u , fc ) 上的函数.若 
/'(X) 也在 U ,6) 可导，则称厂 U ) 的微商(尸 （ x)) f 为 / U ) 的二阶微商（二阶导 
数），记为 

ru ) 或 / 2 ) u ) 或# • 

a * 

类似地可定义 /”（ d 的微商为 / U ) 的三阶微商（三阶导数），记为 

厂( X )或 / 3 > u ) 或 

ax 

定义 / pUU ) 的微商为 /( x ) 的 n 阶傲商 U 阶导数），记为 

…㈣ 鹄 ) • 

求函数的高阶微_，有时可用归纳法，得出一个一般的公式. 

例1设 y = （n 是正整数 h 求 y 的各阶导数. 

解 / = / w n - 1 , 

y l, = n(n-l)x n ~ 2 . 


y ( ”-" = n ( fi - l )."2 x ， 

y (n) = n ( fi - l )-2 -l = n !, 
r u) =0 (A > n ). 

例 2 设 y = sin :t , 求 y ( ”) • 

M y' = cos x , y" = - sin x , yT = - cos x , y <4) = sin x . 

由此可见，每求四次导数将重复上述过程.我们知道 sin ^与 cos ^可以互相 


转换，因此，有可能获得一个统一的表达式.为此，作下面恒等变形 



y n = cos ( * + y j = sin ( % + y + 号 j = sin ( a: + 夸)， 
r = cos(* + 2 f)=s i „(, + 2 f + |)=s i n(, + 3 f). 


由此我们不难归纳出 
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对于 y = cos 、 可以用上面类似地方法求 y (n> , 也可以用上面的结论求 y u> ，有 

y = cos x = sin ( * + 号)， 

y (n) = sin ( x + y + = cos I % + •. 

例 3 设 y = arctan x ，求 y (n) . 

A 77 ,1 1 2 

解 y = :- ; = :- y~ = cos y ; 

1 + x' 1 + tan y 

方程两边再对 x 求导并注意 y 是 x 的函数，得 

y = - 2cos ysxn y y 

= - sin 2y - cos 2 y = cos 2 ys»n 2^ y + j ; 
y"’ = [- 2cos ysin y si n 2( y + f ) + 2cos 2( y + y)cos 2 j]y , 

= 2cos 3 y [ cos 2^y + ~ j cos y - sin ysin 2( y f ) j 
= 2cos 3 ycos (3y + 吾兀 ) 

= 2cos 3 ysin I 3y + 音兀 ) 

= 2cos 3 ysin 3 | j + ~-ttJ ; 

若 ; y (n ) = ( n - 1)! cos n ysin fi( y + f j ，则 

=(n - 1)! [ - ficos n " 1 ysin ysin y + j + ncos n )*cos y + j ] y' 

=n !cos" + 1 y [ cosj cos n| y + ~J - sin jsin n ( 7 + ] 

=n !cos" + 1 ycos [ ( n -f 1 )y + "2 

=n ! cos n * 1 ysin (n + l)(y + f). 

由数学归纳法得 


j (nl = ( a - 1) ! cos n ysin 


从上两例可见，为了归纳出任意阶导数的表达式，恒等变形是一个重要的技 
巧.请读者设想，如果在例3中不用恒等变形 
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继续对7^求导会是怎样的情形. 

1 + X 

髙阶微商的运算法则也是重要的工具之一. 
数，则 

(a±i;) U) = u (n> ±i; (n 
下面看乘积的高阶导数.设 y =^ t ;， 则 


显然，若 u 、 t ； 都是 x 的函 


/ = u ,, v-¥2u , v , + uv n = Y J CU n ' k) v {k) , 


不难看出， 


= EG 


i^du (n - k) v (k \ n = 1,2, 


这里，函数的零阶导数理解为函数本身.下面用数学归纳法证明.事实上，设 
公式对 n 成立，则 

/ n+l> = • v {k) y . 


Vc*[a u - u,) «; u) + u ln ' k) v lk ^ l) ] 


SC - “" 

A.O 


kmO 
«!♦ I 


= CP n u in * l) v {0) + ^(Qf + C k n - l )u (n * l - k) v U) + C> (0) t; u + ,) 


其中用到等式 

C° n = c ° n4l , Q ? = C n n ： l ， 
由数学归纳法知公式对一切正整数 n 成立. 
乘积的 n 阶微商公式 




y (n) = ^Ciu (n ^ k) v (k) 

“o 

称为莱布尼茨公式.显然，它与二项式展开公式非常相似，区别仅在于将乘幂 
次数换成了微商次数. 
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例 4 设 y = x 3 s i n 文，求 r (,0) . 

解 

y im = « 3 sin ( x + y 7 cj + 10.3 x 2 sin 卜 + y 7 rj + 

^•3-2 x sin 卜 + 音,)+1^. 3! 斗 + 爿 

= x ^ s'm I a : + ^7 rj + 30 : 2 sin ( * + 音 7 ^ + 

• 270 x sin 卜 + 音 tc ) + 720 sin ( * + ~2^] * 

例 5 设 y = x m sin 其中 m 是正整数，求 r (n) . 

解 由莱布尼茨公式， 

J U) = E 0 f(sin x ) { n - k Hx m Y k) . 

kmO 

由 于灸〉 m 时， （* m ) <4> =0，故当 n > m 时， 
r (n) = Ec n 4 (sin x)^- k) (x m y k) 

kmO 

=U C * sin | x + 爪(爪- 1 )*•• ( m - k + \)x 

=l]C, ； ^!x"*- A sin(x + 

例 6 设 y 

解 

易证（士） 

y ⑷ =(A 

陳对7 = X ( X { Z { ) = 用莱布尼茨公式当然可以, 難帥 賴. 

2. 离阶微分 

函数 y =/ U ) 的一阶微分是 

dr = f ， ( x )6 x . 

其中 X 和 dx 是两个独立的变量，现在把一阶微分视为 X 的函数，如果它是可 
微的，则再求一次微分得 

d ( dy ) = d ( f '( x ) dx ) = f n ( x )( dx ) 2 . 

上式称为函数 y =/ U ) 的二阶微分，记为 d 2 y . 把 ( dx ) 2 记为 dx 2 , 即有 


1 __1_ 丄 

^ ~ x( x - \ ) ~ %(%-!) ~ x ~ \ x 
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d 2 y^f n (x)dx 2 . 

注意 dz 2 =(d:r) 2 是自变量微分的平方，不要把它与 d U 2 ) 及混淆. 
事实上， 

d(x 2 )=2xdx 

是函数 y = x 2 的一阶微分，而 d 2 x 则应理解为: c 的二阶微分. 

类似地，可以定义 y=/U) 的三阶微分 

d 3 y = f ^( x ) dx 3 . 

—般地， y =/(x) 的 n 阶微分为 

d>= 严 U)d: n ， 

于是 ^ = 广 )（：0 . 

这正是 n 阶导数符号 g 的由来. 

完全类似 n =2的情形，读者应搞清楚 d/、dU")*d \ 的差别.当 n 多2 
时， n 阶微分统称为高阶微分. 

同样可导出 n 阶微分的运算法则.设 I /、 I ；都是: r 的函数，则 

d n ( a ± u ) = d n u ± d n v , 

• n = 1,2 •••. 

d n (u • t；) = 22d ： d n - k ud k v 9 

一阶微分具有形式不变性，高阶微分是否也具有形式不变性呢？即当 x 
是中间变《时，.公式是否仍成立呢？请看 下例： 

设7 = ¥,当 X是自变 童时有 

d 2 y = e r dx 2 . 

又若 x = t 2 , 则复合函数为 y = 故 

d 2 y = (e ,2 rde 2 = (2e ,2 +4^ 2 e ,2 ) At 2 . 

但 e x dx 2 =^ t 2 e , 7 dt 2 . 

可见当 x 是中间变量时， d 2 y = e *d? 不再成立，它少了一项 2 e <: df 2 . 所以高 
阶微分不再具有形式不变性. 

—般地若; K=/U )，x = g ( t ). 由一阶微分形式不变性有 

dy =/' (x)dx . 

由于这时 x 是中间变量，故和 x 不再独立，它们都是自变量的函数，在求 
二阶微分时应该用乘积的微分法则，即 

d 2 y^f n {x)dx 2 ^f , (x)d 2 x . 

与 x 是自变量情形比较，它多了第二项，这就说明了高阶微分不具有形式不 
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变性.因此，在带有高阶微分的等式中，不能随便使用变量代换.这是高阶微 
分与一阶微分的重要差别. 

习 题 

1. 求下列函数在指定点的高阶 导数： 

(1) /(%) = 3* 3 +4 x 2 -5*-9 ,求厂 (1), 厂(1)，/ 4, (1); 

(2) f { x )^- F A =. 求尸(0),厂⑴，厂 （-1); 

VI + 

(3) y 求广)(0〉. 

si X 1 

2. 求下列函数的高阶 导数： 

(1) y = :dn x , 求 /; 

(2) y = e - * ,求广； 

(3) y = / e 2 *， 求 

(4) y - /cos 太，求：/ 50 ); 

(5) y = / 匕〒求 r (30) . 

3. 求下列函数的 n 阶 导数： 

(1) y - a x \ 

(2) y = In x . 

4. 求下列函数的 《 阶 导数： 

⑴ y = x (i l -2 X y 

(2) y = sin 2 *; 

(3) 

(4) y = 

(5) y = \ nj ^; 

(6) y = 2 x ln x . 

5 . 设 / U ) 的各阶导数存在，求，及 
(1) y = f ( x 2 ); 

⑵ p /( 士)； 

(3) y =/( e "*); 





(4) y =/(ln x ); 

(5) r =/(/(^)). 
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6 . 若 / U )= e *， 证明广 >(0)=0. 

[0， x = 0 

7. 求下列函数的二阶 微分： 

( 1 ) y = j=; 

(2) y = x arctan x ; 

(3) y =/( u )= e u , u - <p ( x ) = x 2 . 

8. 求下列函数的三阶 微分： 

(1) 设 iiU ) = lnx , v ( x ) = e ^ 求 d 3 ( m ，）， d 3 (^-); 

(2) 设 u (: >:) = d , v ( x ) = cos 2 x , 求 d 3 ( uu )， d | j 

9. 求下列参数方程的二阶 导数： 



10. 求下列隐函数的二阶导数 

d:r 

(1) e x * r -xy=0; 

(2) x 3 y 3 -3axy = 0; 

(3) y 2 + 21n j - a : 4 = 0. 

11 . 设函数 y =/(: t ) 在点 . r 二阶可导，且 r ( x )#0. 若 / U ) 存在反函数 
r '( j ), 试求 (/々( p . 

12 .设 j = c,sin .x + c 2 cos x , 证明 y 满足方程; y” + y= 0. 

13. iS y = arclan x . 
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(1) 证明 7 满足方程（1 + % 2 )/+2<=0; 
⑵求 y ⑷ (0). 

14.设 y = ； rU ) 存在反函数，且满足方程 



证明：反函数 ( y ) 满足^ = 1，并由此求出一个 y=y U ). 

dy 
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为了应用导数的槪念和运算来研究函数与实际问题，需要一个联系局部与 
整体的工具，这就是微分中值定理.本章叙述与证明费马定理、闭区间连续函 
数最值定理、罗尔定理、拉格朗日中值定理与柯西中值定理，它们在数学分析 
中组成一段很漂亮的推理小链条.拉格朗日中值定理在高等数学中是到处都要 
用到的结果.本章还要通过中值定理讲述微分学在求极限的待定型、函数作图 
与解极值问题中的应用.有了微分学，可以很好地作出描述函数变化趋向的图 
形，这一点是要求读者很好掌握的. 

§ 1 微分中值定理 

用导数的概念，可以直接研究函数的局部性质.例如，我们可以用它来求 
函数的局部极值. 

定义 5.1 称 /( X ) 在：达到极大（小）值，如果存在(5>0,使得 / U Q ) 是 




图 5- 1 

/ U ) 在 U 0 -5, x 0 + 5) 的最大（小）值，即 

/( 太 0) 彡 / ( 太 ），V ^ 6 ( 太 0-<5 ，戈 0 + 5) 

(或 /( 怎 0 ) 彡 / (:) ， V ^ 6 ( x 0 - 5, x 0 + S )) . 

极大值极小值统称为极值.若 /( x ) 在％达到极值，则称^为 / U ) 的极 
值点. 

定理 5.1( 费马定理）设 / U ) 在以 附近有定义.若 /( 幻在以达到极 
值，且 /(:) 在々可导，则广 （ a ：())=0. 

证明不妨设 /U) 在〜达到极大值，这时，存在 5>0, 有 
fix) - f (x 0 ) ^ 0, X ^ (% 0 -3 ， x 0 + d). 
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因此当 x<x 0 ^. 


f(x) - f(x 0 ) 


- x 0 


0, 


€ (龙0 -占， *0) • 


令 A ：— 太 0 取 极限，便得 /'_ (文 0 ) =广（: t 0 ) 彡0， 而当 x >: c 0 时， 

fix) - f (x 0 ) 


-太0 


彡 0 ， X 6 (a ： o*^o + - 


令; r — ^ 0 + 取极限， 便得广 + U 0 ) =/' U 0 ) 彡0,从而厂 Uo )=0, 定理 5.1 证 
完 • 

由极限的保号性知，如果 r (%)>0, 则存在5>0,使得在（4-5，~ + 
占）， * — ，有 

fix) -f(x 0 ) 

X - X 0 


0. 


因此在 （Xo - 5， x 0 ) ， fix) <f(x Q ) 9 在（*。，*。+5)， fix) >f(x Q ). 这和函数 
/ U ) 在 m 附近上升有些相似，由此推想，在一个区间 U ， t ), 如果/八幻> 
0,能否断言 / U ) 在 U , M 严格上升？这在物理解释和几何直观两方面看都应 
是正确的.但上述推理还不能给出一个严格的证明，这里需要一个联系局部与 
整体的工具，这就是中值定理.为证明它，需要一些其他方面的结果. 

定理 5.2( 闭区间连续函数最值定理）若 /(X) 在闭区间 [a,6] 上连续， 
则 / U ) 在 [ a ,6] 上有最大值与最小值，即存在 x 2 ^[a $ b] 9 使得 / U ,), 
/ U 2 ) 分别是 / U ) 在 6] 上 的敢大 值与最 小值： 

f(x x ) = max fix) , 

f(x 2 ) = min fix). 



在证明定理 5.2 之前，我们解释一下此定理的意义.该定理是说，函数的 

值域 

f(X) = \f (x) ' a ^ x ^ b\ 

有最大数与最小数，这一点只有对闭区间上的连续函数才保证恒成立.例如， 
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y = i 在开区间(0，1)连续，但它的值域 / U ) = [ l ， + 00) 没有最大数，这是由 

0C 

于/( X )在(0，1)没有 上界. 还可举一个例子 ， r = 0<^<1. 其值域是有 

界的，但函数没有最大值与最小值. 

定理 5.2 的证明先证最大值的情形，用区间套定理证明.二等分 
[ a ,6], 分点为 c . 则 [ a ， d , [ c ，6] 两区间中至少有一区间满足 性质： 对另一 
区间中的每一个点化，在这个区间中存在一个点 y 。， 使得 / U 。） 矣 /( m ). 事 
实上，不妨设 [ C 乃]满足上述性质，即对任意 x € U ， C ]， 存在 y e [ C ，6], 使 
得 / U ) 矣 /( y ). 因为若不然，则存在 Me [ a , c ], 使得对任意 ye [ c ,6]， 
有/ “ o )>/( y ), 这时 、， c ：] 满足上述性质. 

记[〜，卜 j = [ a ,6]， 二等分 [ a ,，、], 分点为 则 [ ai , q ]，[ q ，6|] 两 
区间中至少有一区间满足上述性质，将这个区间记为 [ a 2 ,6 2 ] ; 二等分 [ a 2 , 
b 2 ] y 分点为 c 2 , 则 U 2 ， c 2 ]., [ c 2 ,6 2 ] 两区间中至少有一区间满足上述性质， 
将这个区间记为 [ a 3 ,6 3 ] ; …，如此继续下去，得一区间套1[〜，6 /1 ]丨，由区间 

套定理，存在唯一的实数 r € [ a n ,6 j . 

n _ 1 

下证 /(/■) = • max ( x ). x ^: [ a t b ], x ^ r t 我们来证明 /( x ) ( r ). 
亊实上，这时存使但： t 封 afV 6 n _]. 由区间套的构 
造，存在;^ € [ ' , ] ,使得 /( x )《/(: C |). 不妨设则存在 n 2 >〜， 

使 A € [ &„ 2 -| ]，但太1 §[ %，\].于是，存在 [ a n ，使得 
/ ( x 2 ) . *•* , 如此继续下去， 得 一 数列1 ， 满足〜 + | > 〜，& €■ 

la nr b n ] 9 且 / U ) 彡/(々）•由于 4 1士々= r 以及 / U ) 的连续性， / U ) 彡 
\\mf ( x k ) =f ( r ) t 即 /( r )= max ^ / ( x ). 

最小值的情形，只需考虑 y # = -/ U ) 便可，定理 5.2 证完. 

定理 5.3 ( 罗尔 （ Rolle , 1652—1719) 定理）若/ U ) 在闭区间 [ a ，6 ] 连续, 
在开区间 U ， M 可导，且 / U )=/(6), 则在 U ，6) 中存在$，使得 /' U )=0. 
定理的几何解释见图 5-3. 
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证明 由 / U ) 在 [ a ，6] 连续，知 / U ) 在 [ a ,6] 有最大值 M 与最小值 m . 若 
M - m , 则 / ( a :) 在 [ a ，6 ] 为常数，/’（: r )=0 当 ^ M > m , 则 Af , m 

中至少有一个不是 / ( a )=/(6). 设 A />/( a )=/(6), 且 / ($) = M , 则 
eeu ，6) 且 /( x ) 在 e 达到局部极值，由费马定理知 _ r ( e )= o , 定理 5 . 3 证完. 

注意，定理 5. 3中的三个条件缺一不可.如 /( x )= M , 它在 [- 1 , 1 ] 连 
续， /(一1)=/(1)， 但在 （-1,1) 中没有 ？ 使广 （ f )=0, 这是因为 / u ) 在 
%=0点不可导.又如 


fix ) = 





满足 / U ) 在(0，1)可导，/(0)=/(1)，但也没有$6(0，1)使广 U 〉=0, 这是因为 
/ U ) 在[0，1]不连续.最后考虑函数 / U ) = x , 它在 [0,1] 不满足端点值相等，即 
/(0)#/(1)，尽管它在 [0,1] 连续且可导，但显然定理结论不成立. 

定理 5.4( 微分中值定理，或拉格朗 R 中值 定理） 若 /( 幻在闭区间 [a ,6] 
连续，在开区间 （ a , 6) 可导，则在 （ a , 6) 中存在使得 


r(e) 



这定理从几何上看是很明显的（见图 5-4). 上述等式的右边表示曲线的 
弦的斜率.定理说，在 U ,6) 内总有一点 e , 曲线在 CU ,/(6)) 处的切线 
斜率等于弦的斜率，也就是说，切线平行于弦. 

当 / U 〉=/ U ) 时，定理 5.4 化为定理 5.3. 

定理 5.4 的证明造辅助函数 

Fix) = (x - a) ， 

b 響 a 



则 fU ) 在 U ,6] 连续，在 U ，6) 可导，且 FU ) = F (6)=0. 由罗尔定理知 
存在 eeu ， M ， 使广（$)=0,即 





，，⑴ 

b - a 

这就是所要证明的，定理 5.4 证完. • 

定理中的公式可以写成 

fib ) -/( a ) = f (^) (b - a ) ， 

通常称为拉格朗日中值公式.它还有其他表示形式.注意令 

0 = 

6 - a 

则0<0<1,这时 6 =a + 0(6- a ), 则公式可写成 

f ( b )- f ( a ) = /^ (a + 0(6 - a )) (6 - a ) , 

其中0< 0 < 1. 这公式不论 a < 6或 fl > 6都成立. 

注意， f 在 a , 6之间，是 0 , 6间的中值，这就是中值定理名称的由来. 
虽然，一般说来，我们只知它位于 a , 6之间，并不能确定它的准确位 S , 但 
许多时候这对推理已经足够了，这可从下面的两个推论看出. 

推论 5.1 若 / U ) 在 （ a ,/0 有广 U ) 彡 0( 厂 U )>0), 则 / U ) 在 U ，6) 单 
调（严格单调）上升；若 / U ) 在 U ,6) 有厂 UU 0 (厂 U )<0)， 则 / U ) 在 
( a ，6) 单调（严格单调）下降. 

证明设 /( 太）在 （ a ，6) 有 /’（ x ) 彡 0. 对任意 ：卜 x 2 € ( a ， b ) ， x { < x 2 * 
由微分中值定理知存在，: t 2 ) ，使 

/( x t ) -/( x 2 ) = r ($) ( Xl - x 2 ) ^ o , 

这就证得 / u 丨）矣 / u 2 ). 其他结论可类似证明. 

推论 5.2 若 / U ) 在 U ,6) 有广（*)=0,则 / U ) 在 U ,6) 为常数. 

证明对任意 x 2 6( a ,6), 存在$在〜，巧之间使得 
/(*I) ~ f ( x 2 ) = f ' (?) ( x x - x 2 ) = 0, 

这就证明了 / U ) 在 （ a , M 的任意两点的函数值相等，从而/(幻在 U ,6) 等于 
常数. 

例1证明不等式 


< In ( 1 


> - 1 且 a: # 0. 


证明函数 /( f ) = In (1 + 0 在 [0, x ] 或 U ，0] 上满足拉格朗日中值定理条 
故 

In ( 1 + x ) - In 1 In (1 + x ) 1 女与 十阳 

(1 + ^-1 = x = FT !， 尽在0与 x 之间. 


当戈 >0时， 



当 一1<戈<0 时， 
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故都有 


In (1 


例2函数 


iin 一， x ^0 


在区间 [ o ， x ] 上满足拉格朗 n 中值定理的条件，故存在 

fix) -/ ⑹ = 厂⑺ u -0) , 


使得 


= (2 fsin + - 


对上式令 


cos — = 2 fsin — - %sir 
+ 取极限，这时有 6-0^ 从而得 


= 0 . 


请读者思考，这与 limcos 1不存在矛盾吗？ 

.- 0 * x 

类似于罗尔定理的讨论，拉格朗日中值定理中，函数连续与可导的条件是 
不能少的. 

作为拉格朗日定理的推广，还有下面的定理. 

定理 5.5( 柯西中值定理）若 / U ) 与 g ( x ) 在闭区间 [ a ,6] 上连续，在开 
区间 U ， fe ) 可导，并且 〆 U )#0, 则在 U ,6) 内存在使得 

/，⑺ _ /⑴ -/ U ) 

，⑷ = g(b) - g(aY 

诙定理的几何解释同拉格朗日中值定理是一样的.设想曲线用参数方程 


{:: 


lr=/(0, 

表示，这时等式右边表示曲线上弦的斜率，左边表示曲线在 t = 彡的切线斜率 
(回忆曲线参数方程的导数计算）.因此，定理的几何解释仍然是，存在曲线上 
的一点，其切线平行于弦. 

定理 5.5 的证明由在 u ,6) 有， u )#0, 知作辅助 


函数 




V 



1 . 证明 ： （ I ) 方程 x 3 -3 x + c =0( c 是常数）在区间 [0,1] 内不蚵能有两个 
不同的 实根； 

(2) 方程 + 为正整数，/为实数）当„为偶数时至多有两 

个 实根； 当 a 为奇数时至多有三个实根. 

2. 设 / U ) =，（ l - x )' m , n 为正整数， x ^[ 0 A ] 9 则存在 fG (0, l ), 
使 

m $ 
n ~ 1 - ^ 

3. 应用拉格朗日中值定理证明下列不 等式： 

( 1 ) ! sin ^ - sin y | ^ | a : - j I , x , j € (- ® ，+ 00 ); 

(2) U U I tan ^ I , %e( -f, f), 等号成立当且仅当 ^0; 

(3) e x > \ + x f x #0; 

(4) >^<, n X < 21^, o <,< r ； 

y x x 
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< arctan x < 


>0. 


4.设函数在点《具有连续的二阶导数.证明 

f(a + h ) + f(a - h ) - 2 f ( a ) rlt / 、 

lim - — - = J \a) . 

ho h 2 

5 •设 lim f '( x ) = a j 求证：任意 T >0， 有 

lim [f (x + T ) - f ( x ) ] = Ta . 

t—♦ * 

6 .设函数 / U ) 在 [ a ，6] 可导，其中 a >0, 证明： 存在 eeu ， fc ), 使得 

2?[/(6) -/( a ) ] = (6 2 - a 2 ) f f (?). 

7•设 /( x ) 在 （ a , + ®) 上可导，且 lim /( x ) = \\m f ( x ) = A . 求证：存 

… 06 

、在 $€ U ，+ 00)，使/，⑺ =0. 

8. 设 / U ) 可导， 求证： / U ) 的两零点之间一定有 / U ) +/'(%)的零点 • 

9. 设函数 / U ) 在外点附近连续， 除％ 点外可导，且 lim 厂 U ) = 4 ，求 

证： ruo ) 存在，且厂（％0) = 4. 

10. 若 / U ) 在 [ d ,6] 可导,且尸 UW ， ⑴， A 为介于尸 U ) 与广 （6) 之 
间的任一实数，则至少存在一点使广 U ) = fc . 

11. 设函数 / U ) 在 U ,6) 内可导，且厂 U ) 单调，证明厂 U ) 在 u ,6) 
连续. 

12. 若函数 / U ), ¥(幻和/1(幻在[(1,6]连续，在 U ,6) 可导，证明存在 
$€ ( a , 6) , 使得 

/( a ) g ( a ) h ( a ) 
fib ) g ( b ) h ( 6 ) = 0 . 

/， （？）g (^) h , U ) 

再从这个结果导出拉格朗日中值定理和柯西中值定理. 

13•设 / U ) 在 （- «，+ ») 连续，且乂匕/(太）=+ 00, 证明： / U ) 在 
(- 00， + 00) 上取到它的最小值. 

14. 设 /(*) 在 [ d ,6) 连续, lim /( x ) = B . 

(1) 若存在 ~ eu ,6)， 使 / u 丨） > b , 则/(*)在[(1,6)上达到最 大值； 

(2) 如果存在 ~ e [ a ，6), 使 = 能否断言 / U ) 在 [ a ,6) 上达到 

最大值？ 

15. 设 / U ) 在 [ a , + ») 有界， /' U ) 存在，且 lim 广 （ x )= 6. 求证 6=0. 

囂 -» ♦ oc 

16. 求证 ： arcsin x + arccos x 


(I : I 矣 1). 




§2 洛必达法则 


有了初等函数的连续性，一个初等函数，如果它的函数值存在，则它的极 
限值等于函数值.这就解决了绝大多数初等函数的求极限问题.因此，只有那 
些函数值没有定义的极限，如 


才需要用特殊的方法求解.像上述这个极限，分子分母的极限都是0,我们称 
它为^■的待定型，它实际上是要比较这两个无穷小量的阶.类似这种情形的还 

有^等待定型.下面的洛必达 （^ hospital ,1661 — 1704) 法则，有助于我们求解 

这类待定型的极限. 

定理 S .6 若 

(1) f ( x ) f g ( %)在 （a , a + 5) 可导且 〆 （ x ) #0，其中5>0; 

(2) lim f ( x )- lim g ( *) = 0; 


(3) lim ^ ,[ X \ = A , 


lim 


=A. 


证明补充定义 / U ) = g U )=0, 则当： € U, a + < 5) 时，便可用柯西中 
值定理 

/(x) /u)-/u) r(g) 

g ( x )" ， g ( x )- g ( a )~ g , ($)* 

当 太 — a ♦时，故 


4 g ( 


=A . 


定理 5.6 证完. .， 

显然，对左极限有类似的结果，囚而对极限： t — a , 也可以给出类似的定 
理.另外，从证明过程看出，当4= * 时，定理也成立.一般地定理可写成 

, fix ) 尸⑴ 


lim — 
*- a g 


= lim —• 
g 


此定理在直观上是不难理 解的： 两个无穷小量的比等于它们变化速度的比. 


例 1 求 lhn ^^. 

* ^0 X 
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解 


lim 


= lim 


( 1 - 


= lim 


2x 2 * 


例 2 求 lim 


解 






lim — = lim 




当然，用变量替换改为求极限 


lim 


= lim 


- 2e 2u - 2 ， 

计算要简单一些. 

定理 S.7 若 

(1) fix). 在 （ a，+ «) 可导，且 〆 （太） #0 ,其中 

(2) lim f (x) = lim g ( x) = 0; 


是某个实数 


(3) 心，(:)“， 


则 


lim ^ 
^g y 


— A . 


证明这是由于 


lim = lim 

g \x) 


=lim 


=lim 


f(jl .. /•(+)(_★) 

、(+) 

厂⑴ 




，-。 V(+) 


=lim 


=A , 


r —" g 


定理 5.7 证完. 


例 3 求极限 lim 


_K 


- arctan 


一 arctan 


解 


lim 


=lim 


=lim 


& 于 5 待定型，也有类似的洛必达法则 . 
00 

定理 5.8 若 



(1) fix), ^( 。在 ^^ + 幻可导且名乂太）？ ^ ， 其中 5>0; 

(2) \imf(x) = \\mg(x)= oo ； 


(3) lim ^,\ X \ = 4 ， 


… ♦尽 u ) 


在证明之前，我们先分析证明的思路.一个想法是把它化为 i 待定型 


f(x) 


I 羼羼" 

1 


/( 

g f (x) 

.. ( 尽 ⑴) 2 

= lim ~ r ,~( \ 

…/ U ) 


f(x)\ 2 g(x) 


= ^l7u)i ruy 


\ f ( x)l ( f ( x)Y 

但右边的极限不知是否存在，更无从计算.因此这个方法不可行. 

另一个想法是用定理 5.6 的证明方法.但这时不可能补充定义 /( a ) 和 
g ( a ), 使得柯西中值定理可以直接应用.我们尝试修改一下定理 5.6 的证明 
方法.考虑充分接近于《的一点这时 

/ U )-/ U ) /，⑴ 

g (x) - g (x 0 ) ~ g r (() * 

只要: r , & 充分接近于 a , 它们便与 4 任意接近，问题在于 

/(:) j ^ /( x ) - /( T o ) 

g U ) g ( x ) - g ( x 0 ) 

是否任意接近？看它的差 

f ( x ) fix ) - f ( x 0 ) - f ( x)g ( x 0 ) + g ( x ) f ( x 0 ) 
g (X) g ( x ) - g ( x 0 )~ g ( x)[g ( x ) - g ( x 0 )] 

其中第二项 

f ( x 0 ) 

g ( x ) - g ( x 0 ) 

在: r Q 固定后可任意小（因 g U )-00), 问题在第一项 
* fix ) g ( x 0 ) 

g ( x ) g ( x ) - g ( x 0 ) 


仍保留了 


i 的形式， 


需把它化为 


fix) -f(x 0 ) 
g (%) - g (x 0 ) 


的形式.这似乎不容易做, 
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但幸好，这两项之和也就是 （1) 式可以写成 
fix) fix) -/U) 
g (X) g (x) - g (x 0 ) 
g (x) f(x 0 ) - f (x) g (x 0 ) 

一 g (x) [g (x) - g (x 0 )] ( . 

g (x) f (x 0 ) - /(x 0 ) g (x 0 ) + /(x 0 ) g (x 0 ) - f (X) g (x 0 ) 

一 g ix) [g ix) - g {x Q )] 

f (x 0 ) fix) - f(x 0 ) g (x 0 ) 

~ g (x) g (x) - g (x 0 ) g {x) 9 

& 固定后，当: C 充分靠近(！时，两项的绝对值均可以任意小. 

定理 5.8 的证明 +妨对00的情形加以证明，4= 00的情形只需把证 
明略加修改即可.对任意 e >0( 不妨设 e < U ， 由假设知存在 A >0( 不妨设 
(5,<(5),使对 + l 的任意 X ,有 


在 （ fl ，<2 + A ) 内取定： c 0 , 则对 a < * < £2 + 占1 中任意 A ： #太 0 ，有 

<T. 


: g (太 ） -g U 0 ) 

其中 $在1 与 Xo 之间，同时还有 

\ f (x) - f (x 0 ) ■ 


g' (?) 




Ml 


=M . 


注意到 (2), 知 

/ U : 

g 


fix) /U)-/U 0 ) /UWU) 
g (*) g (x) ~ g (x 0 ) + g (x) - g (*o) 
f (x 0 ) f(x) -f(x 0 ) g (x 0 ) fix) -f(x 0 ) 


- ^ * 


g (x) g (x) - g (x 0 ) g (x) g (x) - g (x 0 ) 

则只要太尹: t 0 ， 有 

fix) f(x 0 ) fix) - /“o) g (x 0 ) _£_ 

g(x) ^ g (x) g (x) - g (x 0 > g (x) + 2 

彡 [l/“ 0 ) 丨 ^ M \g (x 0 ) I ] I ^ 人 ） j + y. 

对固定的 x 0 ， 由 limg ( x )=», 知存在 5 2 >0 (5 2 < 5) ，只要 a < x < fl + 


l/(x 0 ) \ ^ M \g (x 0 ) ! i 

iTuTi < ~2 

取 = min ( a : 0 - a ， (? 2 ) ，则只要 a < x<a + 5 f ， 就有 





仿定理 5.7 的证明，可得当 x — 00时2待定型的洛必达法则. 

00 

例 4 证明 lim ^=0, 其中 a > l . 

« d 

解用洛必达法则，有 

lim — t = lim = lim ~^ = 0 ， 

t —*« a *-♦* a In a *-♦ * a V»n a ) 

根据函数极限与数列极限的关系，便得所要证的结果. 

例5证明 lim ^=0, 其中 e >0. 

«-• n 

解用洛必达法则，有 

丄 

lim = lim - X - . = lim 七 = 0， 

*-♦ * x • ex ex 

再根据函数极限与数列极限的关系，便得所要的结果. 

其他类型的待定型，可化为上述两种待定型解决. 

()•«> 待定型若 lim /( x )=0， limg ( x )=«, 则 

f(x)g(x) = IhL = j^l t 

g ( x ) f \ x ) 

可化为备或!待 定型. 

U oo 

oo - oo 待定型若 lim / ( x ) = limg (：0=+ oo , 则 

/ ⑴ _ g ⑴ = + _ = 

fix ) g ( x ) f ( x)g ( x ) 

可化为 f 待定型. 

1* 待定型若 lim /( x ) = l , limg ( X ) = <»，则 

f(x) g{x) = e g{x)lnf{x \ 

可化为 》•() 待定型. 

同理可把 0 G , » G 待定型化为 ()•》 待定型. 

例6 求 lim x l \n x 9 其中 e >0. 

解这是 0_ oo 待定型，可化为$解决. 

00 
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lim x l In x = lim — r = lim 


=lim (-十 x *) = 0. 


在用洛必达法则求待定型时，应注意以下 几点： 


(1) 在|或=待定型中，不存在，并不能断言 lim 不存在 


例如 


不存在. 

(2) 只有待定型才能用洛必达法则，否定会引导到荒谬的结果.例如 


= lim 

1 + cos x \ sin xi 


而实际上 


= lim 


问题出在前面的第二个等式 


in x •-» V sin x 


左边既不是也不是= . 

U oo 


(3) 谁放分子，谁放分母是有讲究的，例如 


= 0 


如果像下面这样做， 


lim xe~ x = lim — r ~ = lim 


就可能得不到任何结果. 


1. 求下列待定型的 极限: 


习 


题 




洛必达法则 
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(20) lim ( 心）； 

(21) lim( \ - — ； 

*-o\ x sin x I 

(22) lim sin In ^ . 

*-*o* 

2. 对函数 / G ) 在 [0， x ] 上应用拉格朗日中值定理有 

fix ) -/(0) =尸 ( dx ) x 9 ee (o,i) • 

试证对下列函数有 lim /= j : 

(1) / («)=ln(l + :); 

(2) f (x) - t x . 

3. 设 /(*) 二阶可导，求证： 

■ • f(x + 2h) - 2f(x + h) + f(x) ^ , 

㈣ ^ = / ( 

4. 试说明下列函数不能用洛必达法则求 极限： 


( 1 ) lim 
0 



(2) lim — 


(3) lim 


2x + sin 2x 


(2 


(4) lim 


- 1 )sii 


广 I In 


)• 


§3 函数的升降、凸性和函数作图 


本节中我们利用导数的符号来研究函数的各种性态，从而可以作出函数的 
图形. 

1. 函数的单调性 

在§1中，作为拉格朗日中值定理的推论，我们已经给出了函数/(幻在 
U ， M 单调（严格单调）的充分条件.事实上对非严格单调情形，该条件还是必 
要的.即有下述 定理： 

定理 5.9 设 / U ) 在 [ a ，6] 连续，在 U ,6) 可导，则 / U ) 在 [ a , 6] 单凋上 
升（下降）的充要条件是在（《， 6) 有厂 U ) 多 0( 厂 U ) 在 0). 
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证明 充分性前面已证，下证必要性. 

设 / U ) 在 [ a ，6] 单调上升，则对任意 x 0 eu ,6)， 当:时， 

/U) -f(x 0 ) 


于是 lim /U) ~ r/ —- : f. (x 0 ) ^0. 

一。 X - x 0 

对单调下降的情形同理可证. 

能否将定理 5.9 中的不等式改为严格不等式呢？研究例子/( X ) = /. 
/ U ) 在[-1，丨]上严格单调上升，但在 x =0 有 r ( o )= o , 因此即使是在严格 
单调的情况下，必要性结论也不能加强为 ru )> o . 

例1设 / U )=2/-3 x 2 , 讨论函数的单调 区间. 

解 /’ （文 ）= 6x 2 -6x -6x ( 太 - 1 ). 


方程/’（幻=0有两个根 x =0, 1. 为讨论方便，我们列表 如下: 





■■gH 1 


^HDHB 








从表中可见函数单调上升区间是 （- 00,0) 和（丨， + 00), 单调下降区间是 

( 0 , 1 ). 

单调性的另一个電:要应用是证明不等式. 

例2 证明： 当： r >- l 时有 



^ In ( 1 + x) ^ x. 


等号成立当且仅当 x =0. 


前面用拉格朗日中值定理证明了此不等式，下面再用单调性证明之. 
证明 令 / U ) yln(l + : r ), %>-1，则 



因为 / U ) 在: r =0 连续，故 / U ) 在[0, + 00) 严格上升，在 （-1,0] 严格下降, 


所以 


fix) > /(0) = 0 9 x 6(-1,+ »> 且 ； r — 0, 
In ( 1 + a: ) < x , x (- 1 , + ® ) 且 -t # 0. 


g (x) = In (1 + x) - 



即 


令 
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则 {::: I ：° o ： 

因为 g U ) 在 x = o 点连续，故 g U ) 在[0, + 00) 严格上升，在 （-1,0] 严格下 
降，所以 

g (x) > g (0) = 0, :6(— 1,+ °°) 且太參 0. 

即 T^~x < i n (i + A ： )， 太 6(- i , + °°) 且 x # o . 

综合上述有 

Y^" x < In ( 1 + x) < x y 太 6(-1，+ °°) 且： 

显然当 x =0 时，上述不等式化为等式. 

2. 函数的极值 

为了求出连续函数 / U ) 在定义域中的极值点，我们的基本思想是从定义 
域中确定出可能的极值点，然后再判别这些点是否确是极值点. 

费马定理给出了可导 情况下 &是 /( x ) 的极值点的必要条件.即若 & 是 
/ u ) 的极值点且厂 Uo ) 存在，则有尸（〜）=0.我们称满足广 u )= o 的点戈 
为稳定点.于是费马定理即 是说： 若/(幻可导，则极值点必是稳定点.由此 
可见，可能的极值点是稳定点或不可导点. 

那么，稳定点和不可导点是否就是极值点呢？ x = 0 是函数 / U ) = /的 
稳定点，但显然不是极值点.又如函数 

/(,)= * 8in 士，…， 

0, x = 0 

在 X =0 点连续但不可导.显然，1=0点也不是极值点. 

定理 5.10( 极值的第一充分条件）设/(幻在&点连续，在 （4-5, 

和 U , x 0 + 5) 可导（5>0),则 

1) 若在 U 0 -5,* 0 ) 内 /， U ) 彡0,在 U 0 ，* 0 + 5) 内/，（*)多0,则 / ⑴在 
&点 取得极 小值； 

2) 若在 U 0 - d , x 0 ) 内广 U ) 多0,在 U 0 , x 0 + 5) 内广 U > 餐 0. 则 f ( x ) 在 
X 0 点取得极大值； 

3) 若厂 U ) 在和 Uo , m +5) 同时为正或同时为负，则以点不 
是极值点. 

证明 1) 由定理 5.9 知， 

f' (x) ^ 0,^: G (%0 ~ 5 ，太 0 ) «=>/ (^)在 （％。 - d ,x 0 ] 单调下降， 
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厂（ X ) ^ 0,% G ( x 0 ， x 0 + 5) <=>/(*) 在 [ X 0 ，： K 0 + 5) 单调上升， 

注意到 / U ) 在 M 点连续，故有 

/(X) 彡 / (x 0 ) , x ^ (x 0 - 5,x 0 + S) , 

即 M 是极小值点. 

2) 同理可证. 

3) /'( X )在 Uo - Lx 。） 和（^以 + 5)同号，则 / U ) 在这两个区间上有相 
同的单调性.又因为 / U ) 在化点连续，于是/(幻在（以-夂以+幻上严格^ 
单调，从而&不是极值点. 

从上述证明易见，若将定理中的不等号改为严格不等，则极大值，极小值 
也是严格的. 

这个定理并不要求 / U ) 在％点可导，但要求 / U ) 在&点连续.如果条 
件再加强一点，则有下面的判别法. 

定理 5.11 (极值的第二充分条件）设 / U ) 在 （ M - + 5) 可导且 

f'(x 0 ) = 0,又 / w ( x 0 ) 存在. 

1 ) 若 ru 0 )< o , 则 / u 。） 是严格极 大值； 

2) 若 ruo )> o , 则/( X 。）是严格极 小值. 

这个定理有很直观的 解释： ru c )< o 表明 / # u ) 在以点的变化是逐渐减 
小，而尸 u 0 )= o , 因此 ru ) 在&点自左向右是从+到 - ,也就是说，曲线 
7 =/(《）在（々，/(外））点附近的切线斜率是从 + 变到-.这时直观地可见，：^ 
是极大值点.下面给出定理的证明 • 

证明 I )已知 

. / # ( x)-r ( x 0 ) ^ 


(^o) = iim 


-太 o 


由极限的保号性，存在6>0(心<5),当 o < U -外丨 <心时，有 

/， u )-/， u 。） r ( x ) ^ 


- x o 


- x 0 


故当6，文0)时，厂 U ) >0，即 / U ) 在 Uo - 6， x 0 ] 严格 上升； 当 
*€ ( x 0 ，《 0 + 5，)时， f '{ x ) <0,即 / ( 太）在 [ x 0 ， a ： 0 + 5，）严格 下降. 从而 
f ( x ) < f ( x 0 ) , X ^ ( x 0 - S l9 x 0 + 心）且 ：_ ;« 0 . 

即 / U Q ) 是严格极大值. 

2) 同理可证. • 

当 /"( m )=0 时，能否得出 / U Q ) 是非严格极值或 / U Q > 不可能是极值 
呢？研究函数 g U ) = P 和 /* U ) = /. 

g 1 (0) = g n (0) = h' (0) = h n (0) = 0, 
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但 g (0) 不是极值而；！ （0) 显然是极小值，从而 - /I (0) 是极大值.可见当 
/ w Uo )=0 时，各种情形都可能发生，这时要用第一充分条件进行判别. 

例3求 y = 的极值点与极值. 

解函数在 （- 00,+ «) 上连续，当时有 




令/=0得稳定点 ； t =3. 现列表 如下: 


■B1 


mm 




mm 



mam 

不存在 




■91 


warn 

mm 


从表中可见 x = 3 是极大值点，极大值为/(3)=$4; : =5为极小值点，极小 
值为/(5)=0.我们可以大致地画出函数的图形，至于它的凸性将在后面 
讨论（见图 5-6). 



例4设 y = /-3 ：r + l , 求极值点和极值 • 

解函数在 （- oo ， + «) 连续， 

y ' = 3 x 2 - 3 = 3( x - l)(x + l ), 

y = 6x . 

令/ =0,得稳定点 : tl . 又/(丨）=6>0,故 J = 1 是极小值点，极小 
值为 yU ) = -1; / ( - 1 ) = - 6<0, 故文= -1 是极大值点，极大值为 
r (-0 = 3. 


3. 函数的凸性 

我们已经熟悉了函数 y 和 y = ln x 的图形.两者都是严格单调上升的 
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函数，但曲线弯曲的方向不同.曲线 y 的特 点是： 曲线上任意两点间的弧 
段总是位于这两点连线的下方，我们称具有这种特点的曲线是下凸的，相应地 
称函数是下凸 函数； 而曲线 y = x 的特 点是： 曲线上任意两点间的弧段总是 
位于这两点连线的上方，我们称具有这种特点的曲线是上凸的，相应地称函数 
为上凸函数. 



设 U ,/ U ,)) 和 （ x 2 ，/ U 2 )) 是曲线上任意两点，则 


g (x) = /(^,) + 


f(x 2 ) - f(x { ) 

X2 - Xi 




是这两点连线的方程. A 与 h 之间的任一点: r 可表为 

x = Xxi + (1 - A) : 2 ， A G (0,1). 


因此，曲线丄两点间的弧段总是位于两点连线的下方等价于 


/ ( Aa：i + (\ - X) x 2 ) ^ g ( Ax , + (1 - A ) 太 2 ) ， 

即 /( A *, + (1 - 又）： 2 )彡 V (太 I ) + (1 - 八）/(>*2) • 

故我们有下述严格的定义. 

定义 5.2 设 / U ) 在 （ a ,6) 有 定义. 若对任意 X ,, 和任意 

入€(0,1)，有 

/(A%, + (1 - A) x 2 ) ^ Xf(x x ) + (1 - A)/(m) ， 

则称 / U ) 在 （ a , 6) 为下凸 函数； 若对任意 x ,, x 2 € U ，6) 和任意 A €(0,1), 
有 


/ (A.r, 十 （1 - A) a ： 2 ) 彡 A/ (%i) + (1 - A ) / ( ) * 

则称 / U ) 在 UJ ) 为上凸函数. 

由定义显然知道 /( x ) 在 （ a , M 为上凸函数当且仅当-/(：0在（《，6)为下 
凸函数.故以下只讨论下凸函数，先给出下凸函数的一个等价条件. 
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定理 5.12 / U ) 在 U , 6) 为下凸函数的充要条件是对 U,M 中任意三点 

々 < < 戈 3 ， 有 

,“ 2 ) - / “ 1 ) < /( 太 3 ) 一 /( 太 2 ) 

太 2 - 太 1 ^ 无 3 - 太 2 • 

证明事实上， 

f(x 2 ) - f (x { ) < f (x 3 ) - f (x 2 ) 
x 2 - x \ ^ x 3 - x 2 

等价于 

( 太 3 - X 2 ) (f(x 2 ) - /(:|)) 彡（太 2 - : 1 ) (/(* 3 ) _ /(: 2 )) ， 

等价于 

( 尤 3 - / (x 2 ) + (x 2 - X t ) / (x 2 ) 

^(x 3 - X 2 ) / (x t ) + (x 2 - x t )/(x 3 ), 


等价于 




l /( 太 3) • 


令 A =2 , 则； t 2 = + ( 丨 -A )*3 , 1 - A =— -- , 代人上式得 

x 3 - x \ x 3 " x \ 

/( A *| + (1 - A ) x 3 ) ^ A /(*|) + (1 - A )/(* 3 ), 
定理 5.12 证完. 



图 5-8 

定理 5.12 中公式的几何意 义是： 任意对应于曲线上有三点 
尸 1 (« 1 ,/(* 1 ))，Pi ( x 2 ,f ( x 2 )) t 戶 3 (*3，/(*3))，贝 !I 曲线 y =/(*〉是下凸的 
当且仅当 p , p 2 的斜率小于或等于 P 2 P 3 的斜率. 

此外，从图中还可看到，若曲线的切线斜率单调上升，则/( X )是下凸 
的，即有下述定理： 

定理 S .13 设 / U ) 在 U ,6) 可导，若厂 U ) 在 u ，6) 单调上升，则 / U ) 
在 （ a ， fc ) 为下凸函数. 
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证明对任意 h ，： r 2 ， x 3 € ( a ， b ) ， x x < x 2 < x 39 由拉格朗日中值定理, 
有 62 ^ ( ^ 2 *^ 3 ) » 使得 


f( x 2 ) - f(x^) 
^2 - 



f ( x 3 ) - /( x 2 ) 
-^3 ~ x 2 


=尸⑹ • 


因为 6 < f 2 , 而厂 u ) 单调上升，所以厂 （ o 彡 /' u 2 ), 因此 

f (x 2 ) - f (x x ) < f (x 3 ) - f(x 2 ) 

X2 - Xx ^ ^3 - X 2 • 


由定理 5.12 即得 / U ) 在 U , 6 ) 为下凸函数. 

推论 S .3 设 / U ) 在 U ， 6 ) 二阶可导，若厂 U ) 多 0 对任意成 
立，则/(： 0 在（^ 6 )为下凸 函数； 若厂（幻矣0对任意 x € U , 6 ) 成立，则 
/ U ) 在 U , 6 ) 为上凸 函数. 

证明由定理 5.9 和定理 5. 13即得. 


4. 曲线的拐点 

定义 S .3 设 / U ) 在&连续.若曲线 y =/ U ) 在（々,/(&))的近旁两侧 
分别是上凸和下凸的，则称（&，/(&))为曲线 y =/ U ) 的拐点. 

由定义知，拐点是曲线上凸和下凸的分界点.因此如果/(幻可导，导函 
数 /' U ) 在以点连续且在化点两侧的单调性相反，则： ^是 /' U ) 的极值点. 
如果厂（％0)存在，由费马定理，必有厂 Uo >=0. 

这样，我们得到，若 Uo ，/ U )) 是曲线 y =/(： t ) 的拐点，则厂 Uo)=o 
或者 / W U Q ) 不存在. 

如何判别这些可能的拐点是否确是拐点呢？根据 t 面的讨论易见，求曲线 
y =/ U ) 的拐点就相当于求 r ( x ) 的极值点，所以由极值的第一充分条件立得 
拐点的充分条件. 

定理 5.14 设 / U ) 在邶点可导，在 Uo - Lm ) 和 （化 •4 + 3) 二阶可导， 
且厂 U ) 在〜连续.若厂 U ) 在 Uo - d ' M ) 和 + 的符号相反，则 
U ^/ Uo )) 是曲线的拐点. 

续例3讨论 y = + x / rx ^"5 了 2 的凸性与拐点. 

_ 1 

/ = - 3)(«-5), 

/ = |[(*-5) 3 - y (*-3)(*-5) 3 ] =27^7^- 
当太 <6且： r #5 时，/<0,故曲线在（-》，5)与（5, 6) 上凸； 当 x >6时， 
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/>0,曲线下凸，故曲线有拐点(6,2)(见图 5-6). 

5. 渐近线 

为了准确地作出函数的图形，我们还必须研究曲线的渐近线. 

定义 5.4 若曲线（:上的动点 Af 沿曲线无限地远离原点时，点 A / 与某固 
定直线 L 的距离趋向于零，则称 L 是曲线 C 的渐近线（见图 5-9). 




(1) 水平渐近线 

若 lim /( x ) = c , 或 lim / (*) = c , 则曲线有水平渐近线 y = c . 

(2) 垂直渐近线 

若 lim /( a :) = »或 lim /(;«:) = »,则曲线有垂直渐近线 x = c . 

♦ _ 
x^e t 

例 5 设 y = 丄， W 为 


所以曲线有垂直渐近线： r =0 ; 又因为 

lim 丄= 0， 

1 —• X 

所以曲线有水平渐近线 y = 0 . (见图 5-10 ). 

(3) 斜渐近线 

若曲线有斜渐近线 6( 如图 5-9), 根据定义，即是 

lim | MK I = lim I MN i cos q = 0, 

*-♦ « 農一霞 

即 lim [f ( x ) - ax - b ] =0. 

x 一 * 

这又等价于 

lim (f ( x ) ^ ax ) = b . 



因此 


.函数的升降、凸性和函数作图 


lim ( —~ - a ) = lim 丄(/ (:) - ax ) =0.6 = 0, 
*— «\ x I *-- * x 

故 

于是，若 


则曲线有斜渐近线 y:ax + b . 

6. 函数作图 


lim 


/( 


lim 


/( 


lim (/ ( 


根据上面的讨论，我们可以利用微商与极限的工具，作出函数比较精确的 
图形. 

例6作函数7 = 7^!的图形. 

1 + x 

解1°函数的定义域是 （- », + 00)，又显然函数为奇函数，故只要研究 
欠>0部分，由对称性即可得整个函数的图形. 

2°考察曲线的稳定点与拐点.为此，求微商 

• 2(1 + x 2 )- 4 x 2 2(1- X 2 ) 

y = (l + x 2 ) 2 = W) 2 , 

” - 4文 （ 1 + X 2 ) 1 -2(1 + x 2 ) 4 x (\- x 2 ) 

y = 

4 x ( x 2 - 3 ) 

= (“&)「• 

令 / =0 得： 《 = ± 1; 令 / =0 得 x = 0, ±>/3. 

3。根据1。， 2°, 我们把区间 （0, + * ) 分成三段 （0, 1)， （丨，乃）， 
(乃，+ 00), 分别考虑函数在各个区间的升降性和凹凸性，得 下表： 
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4°由 lim --^=0, 知 y =0 是曲线的水平渐近线.于是我们可以作出函 
*—* *1 + x 

数的图形（见图 5-11). 



图 5- 11 

例7 iS y = 2 - (| -^- ) i > 作出函数的图形. 

解1°函数的定义域为 -1. 

2=考虑曲线的稳定点与拐点.求 微商： 


3x 2 (1 + x) 2 -2(1 + x) x 3 x 2 (x + 3) 



/ _ ^ — 

y • (1 + w 

令 y ’=0 得:《=0， -3; 令,”=0得％=0. 

3° 根据 P , 2。，把 （- 00, + *) 分成 （- oo ,-3)，（ -3, - 1)， ( - 1,0), 
(0, + ~)四个区间，分别研究曲线的升降性与凸性，得 下表： 
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⑷ y = ‘ 

(5) y = 2a: 2 - sin x; 

(6) y - x n e~ 1 (n > 0, % 
3. 求下列函数的 极值： 

(1) r = ^-ln(l + ^); 

(2) ” x + 丄； 

X 

⑴ 1+3无 

⑶ y = ~ r == i ; 

V 4 + 5% 2 

/ -\ (In x) 2 
(4) y = - ; 

X 

⑸ y = 2x 3 -x A ; 

(6) y = arctan x - ^-In (1 


^0) 


_ o . 


4 •设 / U )= ▼ ^ 

I 0, 太 =0. 

(1) 证明： ： t =0 是函数的极小 值点； 

(2) 说明在/的极小值点 x =0 处是否满足极值的第一充分条件或第二充 
分条件. 

5. 证明： 若函数 / U ) 在点外处有广 ^ xc ^ cO , /、（以）>0,则 x 0 为 f 
的极大值点. 

6. 设/ (;«) = (11|1 1 * +心 2 + ;«:在；1： 1 = 1, = 2处都取得极值，试定出 a 与 
b 的值； 并问这时/在^与是取得极大值还是极小值？ 

7. (1) 求函数 / U ) = a^-ln x 在％>0上的 极值； 

(2) 求方程 M = l n x 有两个正实根的条件. 

8. 设 / U ), g ( x ) 在实轴上连续可微，且 

/(:) g (^) 

/，“），“）>■ 

求证： / U )= o 的两实根之间一定有 g u )=0 的根. 

9. 确定下列函数的凸性区间与 拐点： 

( 1 ) y = 3x 2 -x 3 ; 

( 2 ) y^x 2 + j; 

(3) y = ln (1 + ^ 2 ); 





函数的升降、凸性和函数作图 


10. 证明曲线 y = g 有位于同一直线上的三个拐点. 

11. 问 a , 6为何值时，点 （1,3) 为曲线: t 3 +6 x 2 的拐点？ 

12. 证明: 

0) 若/(幻为下凸函数， A 为非负实数，则 A / U ) 为下凸 函数； 

(2) 若 / U )、 gU ) 均为下凸函数，则 / U ) + gU ) 为下凸 函数； 

(3) 若/(幻为区间/上的下凸函数，客 （: t ) 为上的下凸递增函数， 

fU ) cJ , 则 f / U ) 为/上的下凸函数. ' 

13. 设 /( O 为区间/上严格下凸函数，证明 •. 若为 /( x ) 的极小值 
点，则別为 / U ) 在/上唯一的极小值点. 

14. 应用下凸函数概念证明如下不 等式： 

(1) 对任意实数 a , 6,有 






第五章微分中值定理及其应用 



§4函数的最大值最小值问题 


我们先来看一个具体实例. 

一块边长为 a 的正方形，在四个角上截去同样大 
小的正方形，做成无盖的盒，问截去多大的小方块能 
使盒的容积最大？ 

诸如此类求函数最大值或最小值的问题，在现实 
生活中随处可见.本节我们就来讨论这类问题. 

设函数 / U ) 在 U ,6) 内的&点达到最大（小）值， 

由 M 大（小）值的定义知&必是/(幻在的极大 
(小）值点，从而&是 / U ) 的稳定点或不可导点.此 
外，函数的 S 大（小）值也可能在区间的端点达到.因 
此可能的最大（小）值点是 / U ) 的稳定点，不可导点或区间的端点. 

但是，函数的极值是函数在某点的局部性态，对同一函数，极小值甚至可 
能大于极大值，因此极大值未必是函数在某区间上的最大（小）值.下面就两种 
常见的情形给出判别法， 以最大 值为例说明. 

1. 闭区间情形 

设 / U ) 在 [ a ,6] 连续，这时/( X )在[«，6]必有最大值.若稳定点和不可 
导点只有有限个，则将所有稳定点、不可导点和区间端点的函数值进行比较， 
最大者即是最大值. 

2. 开区间情形 

设 / U ) 在 U ，6) 可导，且在 U ,6) 有最大值.若在 U ， fc ) 内有唯一的稳定 
点&，则 *0 是最大值点. 

下面我们来求解上面提出的容积 S 大的无盖盒问题. 

设; r 为截去的小方块的边长，则盒的容积为 

V {x) - X (a - 2x) 2 1 X ( 0 ，号 ). 






函数的最大值最小值问题 


■ 


显然， VU ) 在 (0, 可导，且 


- 2x) 2 - 4x (a - 2x) = (a -2x) (a - 6x ). 


令^(太）=0得太=~|或％ =晋 • 因此在 (0 ，f j 屮有唯一的稳定点 


由实际 


问题本身知在 ( o ， f ) 中必有最大值，故知最大值为 k (|) = 


截去的小的力•块边长为 f 时，盒的容积最人. 


例1求函数 / U ) = |2 x 3 -9* 2 +12 x | 在[ -1,3] 的最大值和最小值. 

解 2* 3 - 9* 2 + 12* = * [2 ( * - 寻）+ 导 J , 

因此 f ( x ) = (2 x 3 - 9 x 2 + \2 x ) sgn x , x ^ [- 1,3], 
f ( x ) = (6 x 2 - 18 a : + 12) sgn x 

= 6(*- 1)( t - 2) sgn % , x ^ (- 1,0) U (0,3), 

故 / U ) 的稳定点为 : t = 1， x =2, 不可导点为: t =0. 

/(- 1) = 23,/(0) = 0,/( l ) = 5, /(2) = 4,/(3) = 9. 

比较上述各函数值即得最大值为 /( - 1) =23, 小值为 /(0)=0. 

例2做一个圆柱形无盖铁桶，容积一定，设为％.问铁桶__ 

的底半径与高的比例应为多少，才能 M 省铁皮？ C " 

解设铁桶底半径为 r , 岛为 A (见图 5- 14)，则所需铁 
皮面积为 


= 2nrh 


利用已知条件 Vc ^ Trr 2 /*, 得 = 则面积 s 可化为 r 的函数 




士 ）= 2 丄0 + 


图 5 - 14 


于是问题化为求函数 S 在(0， + 00) 内的最小值问题. 

s' ( r) = - — ^ + 2nr 


一 2V 0 


= 0,得到唯一的稳定点 




又由实际问题本身知 s ( r ) 在 


>必有最小值，从而唯一的稳定点 r Q 必是最小值点，此时有 
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即当底半径 r 与高/^相等，均为^^时，最省铁皮. 

例 3在正午时，甲船恰在乙船正南82 km 处，以速度 q =20 km / h 向正 
东 开出； 乙船也正以速度《； 2 = 16 km / h 向正南开去（图 5-15). 已知两船航向 
不变， 试证： 下午二时，两船相距 最近. 



图 5 - 15 

证明 设 t 小时后，两船相距 y km , 则显然有 

y ( t ) = V (20 t ) 2 + (82 - 16 r ) 2 = 2 y /\( At 2 - 656 t + 1681， 



3281 - 656 _ 

V \64 t 2 - 656 t + 1681 



由于因此/的分母不为0,即函数在(0, + 00) 可导. 令/=0,得唯一 


稳定点 f =2, 比较 f =0和 f =2点的值, 


y (0) = 82, y (2) = vTl x 10, 

显然 lim y ( t ) = + » , 

故 f =2 时函数达到最小值，即下午二时，两船相距最近. 

例 4 根据物理学的费马原理，光线沿着所需时间为最少的路线传播.今 
有 I , n 两种介质，以 l 为分界线.光在介质 I 与介质 n 中的传播速度分别 
为心与 i ； 2 .问： 光线由介质 I 中的点4 
到介质 n 中的点 b ， 应走哪一条路线？ 

解 取分界线 L 所在直线为仏轴. 

过七 及作 l 的垂线，设垂足为七，5,, 

设 A 4 i = a , BB X = 6, A x B ^ c y 并选定七 
为坐标原点 0 (图 5-16). 

光线在同一介质中的传播途径应当是 
直线.设想光线从点4到点所走的路线 
通过 L 上的点 Af 的坐标为 x . 于是问 
题化为，当 z 取何值时，折线才是光线所走的路线. 





§4 函数的最大值最小值问题 
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光线从点4到达点5所需的时间为 

AM BM -J~a 2 +"T 2 V 6 2 + (c - x) 2 

t = - + - = - + - (-0 C < x < + » ). 

V 2 v { v 2 

根据费马原理，我们要求的是上述函数 f =/u) 的最小值. 

d£ _ / X x _ _ c - x _ 

i；! v^a 2 + x 2 v 2 V b 2 + (c - x) 2 

d 2 t " < 、 _a 2 __ 

d? =J {X) = v l (a 2 + x 2 ) 3/2+ v 2 [b 2 + (c^x) 2 ] 3/2 ' 

因为 /"“） 恒为正，所以 /U 在 （- oo, + ao) 上严格单凋上升，从而方程 

/•(x)=0 至多有一个根，即函数 f=/U) 至多有一个稳定点.又因为/穴：0是 

X的连续函数， a 


r ( o ) = 


V 2 


u . 


o 


o , 


所以方程/’（幻=0的根位于区间 （0, c ) 内，记作: r Q . 这就是函数£ =/(. t ) 的 
唯一稳 定点. 已知厂 u ) 恒为正，因此 ru 0 )> o , 于是由极值第二充分条件， 
/(以）为函数的极小值•又 

lim f (x) = + ®, lim f (x) = + ® • 

因而连续函数的最小值必在（- oc ,+ ») 内部 达到. 于是可以断定， 
唯一的极小值 /( M ) 就是最小值.这表明，当点 Af 的横坐标太= 以时， 折线 
zlA / fi 就是光线所走的路线. 

上面的 U 论只告诉 我们： ^0^(0, c ), 并不知道 M 的具体数值. 求出以 
的值比较困难，不过实际上并不需要，我们可以从几何上作如下 说明. 

&所满足的方程 


va^+P 1； 2 V 6 2 + (c - 


=： 0 


可写为 


即 


^2 

A { M 丄 B X M 
~AM = V 2 ' BM 9 

sin a _ sin ^ 
v 2 


_i*. sin a 

或 ~o = T • 

sin p V2 

这就是说，入射角与折线角的正弦之比等于光在两介质中的传播速度之比，这 
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正是光学上的折射 定律. 上面的讨论说明，光在不同的两种介质中传播时，遵 
守折射定律. 


习 题 

1. 求下列函数在指定区间上的最大值与最 小值； 

(1) ”戈 5 -5太 4 + 5% 3 + 1， [ - 1,2]； 

(2) y = 2tan x - tan 2 A ： , [0， yj ; 

(3) y = y /~ x\n x f (0 t + oo )； 

(4) r = U 2 - 3太+2丨 ， [- 10,10]; 

(5) r = e lx - 31 , [-5,5]. 

2 . 给定长为 / 的线段，试把它分成两段，使以这两段为边所围成的矩形 

面枳为最大. - 

3•设用某仪器进行测 tt 时，读得 n 次实验数据为 ai , fl2 ，…，,问以怎样 
的数值 x 表达所要测最:的真值，才能使它与这 n 个数之差的平方和为娘小. 

4. 求内接于椭圆$ + ^ =丨而边平行于坐标轴的面积 M 大的矩形. 

a 0 

5. 求点 A /( p , a >) 到拋物线 y 2 = 2 px 的最短距离. 

6•做一个岡柱形锅炉，已知其容积为两端面材料的每申位面积价格 
为 a 元. 侧面材料的每单位面积价格为6元，问锅炉的直径与高的比等于多 
少时，造价最省？ 

7. 某村计划修建一条断面面积为4 m 2 的梯形渠道，侧面的坡度为即底 

边与斜高间夹角0满足 tan 0 = 底边6与斜高/为多长时湿周最小.（根 
据经验，湿周最小时渠道过水能力最大 .） 

8. 设炮口的仰角为 a ， 炮弹的初速为 Mm / S , 炮口取作原点，发炮时间取 
作 t =0, 不计空气阻力时，炮弹的运动方 程为： 

x = tv 0 cos a , 

• • 1 2 
y = sin a - gt • 

若初速叫不变，问如何调整炮口的仰角 a , 使炮弹射程 最远. 



第六章不定积分 


不定积分是求微商的逆运算，逆运算往往比原来的运算困难，因此，求不 
定积分的运算技巧性较高，关键是熟 i 己一张积分表和会应用积分法则——换元 
积分法与分部积分法.本章的重点训练是计算，对基本的计算要求熟练、 
正确. 


§ 1不定积分的概念 

微分学的基本问 题是： 已知一个函数，要求它的变化率，也就是求微商问 
题.例如，已知作变速 t 线运动的质点的运动规律为 s = 要求质点在时 

刻 t 的瞬时速度〃（0.我们只需将函数 5 = 5 (0对 t 求微商就可以了，即得到 
但是在力学、物理等自然科学和许多实际问题中，往往提出相 
反的问题.例如，已知作直线运动的质点在任一时刻 f 的瞬时速度!； = 〃（0, 
要求质点的运动规律.这种已知一个函数的微商，要反冋去求原来的函数的问 
题，就是求微商的反问题.这样，我们引人下面的定义. 

定义 6.1 设在区间/内每一点，都有 FU )=/ U ), 则称 FU ) 是 / U ) 在 
/上的一个原函数. 

例1 设 / U ) = . T 2 , 则 = 是 / U ) 的一个原 函数. 显然 h 3 + l , 

f * 3 - IT 也是/( X )的原函数.更加一般地，对于任意的常数 C , 也是 

/ u ) = x 2 的原 函数. 然而 ， /(d = / 的任意原函数，是否都具有这样的形式? 
回答是肯定的. 

定理 6.1 若 FU ) 是 / U ) 在区间/内的一个原函数，则 + C 是 / U ) 
的全体原函数，其中 C 是任意常数. 

证明首先证明对任意给定的常数 c , n：o + c 晕/"(幻的一个原函数.这 
是显然的，因为由 F' (x) =/(*), ftl(F (x) + c) f = F r (x) = f(x). 

其次证明 F (: t ) + c 包括 /" U ) 的所有原函数.设 C (: r ) 是/(幻在区间/的任 
意一个原函数，则有 

( G (: «) - F (.%))' = G ' ( x ) - F ' { x ) = f ( x ) - fix ) = 0 
在区间 / 上的每一点都成立，由微分中值定理的推论知 

G(x) - F(x) = c , 


即 


G( x) = F( x) + c. 
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定理证完. 

定理表明，求全体原函数的问题，化为只需求出任意一个原函数，再加上 
一个任意常数即可. 

根据原函数的这种结构，我们引人不定积分的概念. 

定义 6.2 / U ) 在区间/上的原函数全体称为 / U ) 在区间/上的不定积 

分，记为 f ( x ) Ax . 

% 

其中 I 称为积分号， / U ) 称为被积函数， X 称为积分变量， / U ) dz 称为 
被积表达式. 

由定理 6.1 知，若 FU ) 是 / U ) 在/上的一个原函数，则有 

^ fix ) dx = F ( x ) + c . 

积分号“ f " •也是一种运算符号，它表示对已给函数求其全体原函数. 


这里没有特别注明 z 的变化范围，通常都理解为使等式成立的: r 全体. 

注意，不定积分不是一个函数，而是一族函数.在几何上它是一族曲线, 
只要画出其中的一条，其他曲线可通过将它沿 y 轴方向平移而得到，在横坐标 
相同的点，这些曲线的切线的斜率相等，因此切线彼此平行（图 6-1). 

根据不定积分的定义知 

[| /(x)ci:j = /(x) 

或 ^\/(x)dx = f(x)dx. 

因此，也可将被积表达式 /( I ) d . x 视为原函数的微 
分.于是根据基本初等函数的微分表，我们立即可 
以得到原函数是基本初等函数的不定积分表. 

在求微商时，由于有一张微商表和微商的四则 
运算法则，以及复合函数微商法则，我们便能求出 
一切初等函数的微商.求不定积分是求微商的逆运 
算.正如一切逆运算往往比原来的运算困难一样， ^ 6 - 1 

求不定积分要比求微商闲难得多，但基本原则也是一样.先得到一张积分表， 






§ I 不定积分的概念 


然后得到不定积分对加减运算与乘常数运算的规则，这些都是简单的.相对于 
复合函数和乘积的微商法则，我们得到求不定积分的换元法与分部积分法，这 
些将在下一节中叙述. 

把微商表按反方向读，便有下面的积 分表： 

— x°* 1 + c (a ^ - 1 9 x >0). 

J 1 + a 

J = In U I + c (x^O). 

J a'Ax = + c (a > 0, a 5^ 1). 

Je’d 欠 =e* + c. 

Jcos xAx = sin x + c. 

Jsiii xdx = - cos x -t- c. 

|sec 2 ^d^ = Ian x + c. 

Jc8c 2 *d:r = - cot x + c. 

,1 ^dx = arcsin 太 + c = - arc cos a: + c. 

J V \ - x 2 



上面列出的仅仅是最基本的不定积分公式，必须牢牢熟记.积分表中需稍 
加说明的是，由于太>0时， （ lnx )’= 丄；太<0时， （ ln (-: t ))’= 丄，故 

X X 

(InUI )，= 士在 M 0 成立. 因此有 J 士 d * = lnU | + c . 

由微商的线性运算法则立得不定积分的线性运算法则. 

定理 6.2 若 / U ), & U ) 在区间/ h 的原函数存在， A 是常数，则 

(f(x) ± g(x))Ax = f(x)6x ± j g(x)dx ♦ 

• • 

kf(x)dx = h f(x)dx. 

% 

证明事实上，由 

^f(x)dx ± Jg“)]dx) 

=(j/ ( 文） h) ± ( [g(x)dx) = f(x) ± g(x) t 
(A ： |/(x)dxj = kf(x), 



根据不定积分定义便证得定理成立. 

定理的证明表明，要证明一个不定积分的公式•，只要验证微商就可以了 


例3 求 si : 


2 


例4 


例5 


jsin 2 yda: = | ^ dx = y(^-sinx) + c 

求 J sin 2 : cos 2 « 

sin 2 a: + cos 2 a:. 

J sin 2 W 太 = li n 2 Wx 心 

=I ( —+ 入 1 dx = tan x - cot x + c 
J ' cos x sin x/ 

求 

Ki + + V ld * = _ f 卜 + r ^) d * 


6x = 


例 6 求 {( 2 * + y ) 2 c \ x . 

解 J(2 r + y) 2 dx = f(4 T + 9: + 2 • 6 x )dx 

9, 2.6* 

In 4 + In 9 + In 6 + C * 

在上面几个例子中，我们总是将被积函数进行恒等变形，使每一项都是积 
分表中的积分，从而利用线性法则求出不定积分.由此我们进一步认识到基本 
不定积分衣的重要性，同时也看到恒等变形是求不定积分的重要技巧之一. 


1.求下列不定 积分： 

0) JV“ 3 •令卜； 

(2) j(5 - x^dx; 

(5) IlT 7 d - 



不定积分的槪念 


(6) \^ dxi 

(7) J (2 sin x - 4 cos x ) dx ; 

(8) |(3 - sec 2 %)d: ; 

(9) |( tan 2 ^ + 3) dx ; 

( 10 ) 

J COS X 

(11) [ ―— ; 

J ? X , f X 


(12) 

(, 3 ) lr: 


2 X . 2 x 
COS y - sin y 

cos 2 x . 

-:- d : 

cos x - sin x 


dx _ 

■■ ■ —■ • 

cos 2 x ' 


(14) J (5 r + l ) 2 d ^; 

(15) l( 2 * + (y) ， -y) d * ! 

⑼ J " 卜 - rfp - 4 ~7^ 卜 

(18) J -/ x ^ fxAx ; 

(19) ^ 2 2 x Vdx ; 

(20) \(vjh? + 9inx ) dx - 

2 . 求一曲线 >»=/(；0, 它在点 U ,/ U )) 处的切线的斜率为 2 x , 且通过 
点 (2,5). 

3. 已知 / U ) 满足给定的关系式，试求 / U ): 

(1) xf'(x) = \ (太 >0); 


• U ) 


> 0 ); 


(3) /(■*)/’ （: r ) = 1 (x > 0) 


f '( x ) 


(/ U )>0). 
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本节中我们再介绍两种重要的积分 方法： 换元积分法和分部积分法. 


1. 换元积分法 

求4、定积分是求微商的逆运算。相应于求复合函数微商的链式法则，从逆 
运算的观点看，就是求不定积分的换元法则。它有两种不同的用法，我们把它 
写成两个换元法则。 

定理 6.3( 第一换元法或凑微分法）设 

jg ( u)du = G ( u ) + c , (1) 

且 u = 可微，则 

\ g (4>( x ))< f > f ( x)dx = GU >( x )) + c . (2) 

证明只需证明 （2) 的右端的微商等于左端的被积函数。事实上，应用复 
合函数微商法则，由（丨），有 

[ G (多⑴)]， W ( x))f U ) 

= g (彡（太 ）） 彡 ’（：).• 

定理 6.3 证完. 

这定理的应用方法是，为了计算一个: t 的函数的不定积分，你只需把被 
积表达式写成 

gi ' Hx ))^' ( x)dx = g (< Hx )) d < f >( x ) , 

那就可以把它化为求 g ( u ) 的不定积分，即 

j ( x)dx = j g (,4>( x )) d t Hx ) 

=|g(u)du 

= G ( u ) + c = C (^( x )) + c . 

之所以称为凑微分法，是因为上述过程完全是在被积表达式中进行微分运算， 
不过在过去求微分时，那个是中间变景是很明显的，而现在求积分时，那个是 
中间变量就不大容易看出，这就需要“凑”了。例如， 

sin ^cos xdx = j^sin xds\n x = -^- sin 2 x + c ; 


a: cos xdx = - cos jcdcos x =- 


1 

" 2J 


xdx = — sin 2xdx = 


2xd2x = - 4 C0S 2 " 


换元积分法与分部积分法 


这里中间变量分别取为 u = sin u = cos x 和 u =2 x . 从表面上看，结果似乎 
不一样，但实际上它们最多相差一个常数，这是因为 


ysin 2 * = —( 1 - cos 2 ^) = y - ycos 2 ^: 




2,) = t .-cos2^. 


计算过程表明，求积分要比求微分复杂得多，灵活得多.由于在积分过程中实 
际上是作了变换（又称变量代换）使积分化为 

^ f ( x)dx = g( u ) du 9 

故又称为换 元法. 像上面这样一些简甲的变换，一般并不需要写出，即使是复 
杂一些的，当熟练以后也可不写出来，而是直接凑微分. 

例 1 求1点- 


袖 f Ax If ^ a 1 x 

解 J 77? = tJ = T arctan 7 + c - 

例 2 求丨 

J x — a 

I dx _ 丄 「 a - x + a + x . 
j x 2 - a 2 ~ 2 ai (x - a)(x + a ) ^ 

(土-土) d * 

1 f d(x - a ) 1 f d(x + a ) 
2 aJ x - a 2 a ) x ■¥ a 


=^ln I ^ - a I - —In | « + a | + c 


1 , x - a 
2 ^ ln 


例 3 求 


例 4 求 
解法1 


7^7 2 

. Ax 
y?^7 2 

+ 

sec xdx . 


a > 0). 




a x 

一 =arcsin — + c . 
/ « \ 2 a 


j f sec x + tan x . 

sec xax = sec x - ax 

J sec x + tan x 


d(sec x + 
J sec x + 


tan x 
tan x 



解法 2 
由例2知 


= In | sec 


x + tan 



, f cos x , f dsin 
sec xax = — ^—ax = - 

J J J 1 - sii 


, 1 , sin % - 1 

sec xax = - •x'ln — - r + c 

J 2 sin a : + 1 



% 

解法 3 sec xdx 
% 



上面三种解法得到三种形式不同的结果，请读者验证，它们互相之间只相 


差一个常数. 
例 5 求 



= 2 arcsin >Tx + c . 
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例 6 


龙 f __ 

J^(l + 


4x(\ 




d V ^ 

- (/x) 


= 2arctan \ ~x 


例 7 求 


解 hf,-S^-S^ 

= -J H: 。 =-ln|l + e-M + C. 

回忆第一换元法，我们有公式 

Jg(^(x))^ # (%)dx = j g( u)da = G(<Hx)) + c. 

在那里，把求以的不定积分化为求 g(u) 的原函数 C(u ), 从而求 
得 U) 的一个原函数尸 （ x) = C(4U)). 现在我们反过来看，如果 
要求的是 〆 幻的原函数，但不好求，我们用 x = 4(f) 作变 换，化成好求的积 
分，这就是第二换元积分法 . 

定理 6.4( 第二换元法）设 x = Wt) 有连续的微商且 ^ .若 

jg(^(0)^(t)dt = G(t) + c, (3) 


j 客 U)d 


GU>-Hx)) 


证明只需证明 （ 4) 式右端的微商等于左端的被积函数。由于 
炎 0) 连续且严格单调，故有反函数 f = #qu) 存在，且 £ = 于是 


&C ( 广 , ⑴)| 


⑴ dC dt 
dt d.t 


=《(吣))穴⑴士 

= g^it)) 1 H*) g(x). ' 

定理 6.4 证完 . 

定理 6.4 的应用方法是， &U) 的不定积分不好求，我们引人变量代换 
x = Ht 、、 化成了求 g(4U))f (x) 的不定积分，积出来以后再用 t = 

代回去便可，即 

^g(x)dx % —J 




= \g(4>(t))<f> l (t)dt = Git) 
=^^G(^( X )) + c. 


例 8 求 


a 2 - x 2 dx ( a > 0). 


解 令： t = asin t , I r I < y * 则 d% =a cos tdt. 




x 2 dx = 


acos t • a cos tdt 
2 


=a 


a z r 

cos 2 tdt = ( 1 + cos 2t )dt 


=^( ( + '2 _sin 2【) 


4 


• sin tcos t; + c. 

为了较方便地代回原变馕 x, 作辅助三角形如图 6-2 所示，则 
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其中 = c - In 



例 10 



/~2 2 

= - + c 

. a a 

= In I x + \/ a 2 + x 2 I + c ,. 
(a > 0). 



= lnU + /^ T 2 | + c ,. ffl6 " 4 

其中 Cj = c - In a . 

总结上面几例，我们利用三角公式，对一些无理式作了如下 代换： 
对于\/ a 2 - x 2 ,令: 《 = asini ， \ t \ < ； 

对于+ g 2 , 令 A ： = atanZ，hi < y ; 

对于 \/ x 2 - a 1 ,令 A ；=： asecM ， 0 < / < 


目的在于消去根号.因为它们比较典型，故特别称之为三角代换. 


除三角代换外，也可用其他的代换消去根号. 

dx 


例 11 求 

解令 x = 


t 6 ， 则 dx=6t 5 dt. 



= 2 x 2 - 3 x 3 + 6 x 6 - 61 n | :茗 + 1 | + c . 




解法 1 用三角 代换. 令 ； c = 


y , 则 dx 


dx 

cos tdt = s 


sec ttan t 
J sec 2 /tan t 




解法 2 作倒代换 x = 则 dx =-~7 th ， 


- . :: . dt = - sgn t 

J VT-T 2 J 

f d(l - f 2 ) — 

= S H 2 '7T = ? = 『 

- f71 -sgnx + c = ^^ 




V \ - t 2 


解法 3 用凑微分法. 


% 

=— 




=-y fi g n 





=sgn 




在前面的例子中，有几个积分是经常要遇到的，我们把它们写出来，作为 


公式用. 


(1) = fin ^ 

J x 2 - a 2 2a x + 

(2) [ 2 ^ 2 = 丄 arctan 」 
J x z + a z a c 


3) , 一 

J /^ T 7 2 

(4) [— 


=arcsin 
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xdx = In sec x + tan x + c . 


2. 分部积分法 

我们从复合函数微分法得出了换元积分法，下面要从乘积的微分法导出分 
部积分公式. 

设 u 、 《;是*的可微函数，则 

d ( ur ) = vdu + udv , 

故 udv - uv - Juda , 

或 J uv ' dx = lit ; - J vu dx . 

因此，若和中有一个有原函数，则另一个也有原函数，且上述等式 
成立. 

定理 6.5 ( 分部积分公式）设 u (; c )， 可导，若 v ( x ) u '( z ) 存在原函 
数，贝 IJuU ) t /( x ) 也存在原函数，且 

u ( x ) v r ( x)(\x = u ( x ) v ( x ) - ^ v ( x ) u r ( x)dx t 

或 u ( x ) di >( x ) = u ( x ) v ( x ) - | v ( jc ) du ( x ). 

分部积分法是用于乘积的积分，应用的关键是如何确定函数 uU ) 和 rU ). 
下面通过例子说明. 


例13求 J 


xdx . 


xdx 


= J xdsi 


xdsin x = 


- sin xd 


这里我们取 uU ) = ; r ， i；(^)=sin %,则分部积分一次可使: r 的次幂降1，最后 
化为三角函数的积分而计算出结果.如果我们取 = u (^) = cos 


xdx 


= if 


xdx 2 = 


-iJ 


dcos 


— 2 ^ x -r 2 J A aua • 

结果，分部积分一次，$的次幂反而增加 i , 积分不是简化，而是更复杂了. 
因此必须掌握如何正确地选取因子.作为函数 U ( d . 

例 14 求丨 arcsin xdx . 




解 


arcsin xdx = xarcsin x - xdarcsin x 


• f " , -_ ^ 

J vTT 7 2 

f d(l . X 2 ) 

+ J 2/1 TT 2 


例 15 求 U 2 ln xdx . 


x 2 ln xdx = xdx 3 = x 3 \n x - -|- Ja: 3 dln x 

j^ 3 ln ^ - \\ x 2 dx = +/ln x -+ x 3 + c . 


例 16 求 


- |x 2 de"* = - x 2 e~ x + JV*d: 2 
- x 2 e-: + 2jxe' x dx = - * 2 e- x - 2! 
-^ 2 e-* - 2(xe' s - Je- Z dx) 


xde' s 


x -2xe' x -2e' s 


=-e-*(x 2 + 2x+2) + c. 

这里连用了两次分部积分公式，使 x 逐次降幂，最后求出不定积分.有时分 
部积分后会遇到原来要求的不定积分，这时可通过移项，求岀所要求的积分. 

例 17求 Je^cos bxdx . 

解 Je^cos bxdx = 士 J cos ^^ e a, 

=— e a, cos bx - — [ e a *dcos bx 
a a J 

= 丄 e°*cos 6 x + — [ e ax sin bxdx 

a a J 

=-^- e^cos bx + -^-Jsin bxde ax 
=■~ e a *cos bx + e^sin bx - Je ai dsin bx ^ 

=~ e ax cos bx + ^ e^sin bx - -^ Je^cos bxdx . 

移项即得 

e-cos bxdx = bx ^ bsin bx ^ + c 

+ h z • 


bxde 1 


cos bxdx . 


bx -f 6 sin bx 

aUT 2 
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这里我们取 uU )= COS 心，读者不妨试试，若取 u ( x )=，， 会是怎样的情形. 
用完全类似的方法可以求得 


bxdx = 


bx - 6 cos bx 


a 2 “ 2 … 

一般地，下列类型的不定积分总是用分部积分法求积 

| P( x)sin bxdx , j P(x)cos bxdx , 


P(x )arcsin xdx , 


P( x ) arctan xdx 


P(x)e ax dx 9 ^P(x)\n m xd x> 

JP(sin x)e ax dx , P(cos *)e°*d 无， 

其中 m 是正整数， a ,6 是常数， PU ) 是多 项式. 但是分部积分法的应用并不限 
于此，有些积分既可用换元法，又可用分部积分法.此外分部积分还常用来导 
出递推公式. 


例 18 求 ] / a 2 - x 2 dx. 

解在例8中已用三角代换求过，下面用分部积分法求积. 




移项即得 



例 19 

解 






移项得 


=- sin n " 1 xcos % + (n-l)/ n _2-(n-l)/ n . 


n 多 2 ) ， 


/ 0 = dx = 


=si: 
% 


d ^=- 


利用这组公式易得 


=sii 


xdx = - jsii 


例 20 

解 / - [ -- L f Q 2 . 4 ： ■£?_ 

m J (x 2 ^a 2 V~ a 2 i (x 2 + c 

1 , I f x 2 dx 

= ^ ， n -'-^\ h \ xA T 7 


la 2 (1 - n)( 


2a 1 ( n - 1)(: 

= 1 為 = 士 


a 2 )"' 1 2a 2 (1 

2n - 3 

2a r (n^D n ' X 


arctan 


利用上述结果可得 

= + C - 

._1_ x 3 . 

/3 = 47 2 (x 2 + a 2 ) 2 + 47 2/2 

= 4 a 2 ( ^ + a 2 )" 2 + AI 2( x 2 + a 2 ) + ^3 arctan 71 + C * 

前面介绍了两种重要的积分方法，利用它们可以求出许多初等函数的不定 
积分.但是要灵活地运用这些方法，它不像求导数那样简单和易掌握.另外， 
任一初等函数总可按一定的步骤求得它的导函数，且导函数仍是初等函数.而 
求初等函数的积分不仅无一定的步骤可循，更有所不同的是初等函数的原函数 
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有可能不再是初等函数，这时我们也说积分积不出来.例如 


x dx 


dx 9 


便是如此.下面我们就来讨论一些特殊类型的函数，它们的原函数必是初等函 
数，并且可以按一定的步骤积出来. 

3. 有理函数的积分 

两个多项式的商称为有理函数，记为 

“、 P 山） 

r ( x ) " q 7 u ) 9 

其中 Pn (幻和(幻分别是次和 m 次多项式•当 m 时称为真分式 • 

若 R (幻不是真分式时，可以用多项式除法将其表为一个多项式与真分式 
之和， 例如： 

X 5 + X 3 + X 2 + I 3 ? 2 (% + 1) 

X 2 - 1 X 2 - 1 

因此，有理函数的积分归结为多项式的积分和有理真分式的积分，而多项式的 

•rrt /V n AiV aa J.L. rTr - I\I - T - =cr ~r /IU t-^-r 尺 n ( 戈 ） u 由■八 _lk 


积分是简单的，所以下面不妨假定 


是真分式. 


任一真分式理论上都可分解为下列四种简单分式之和： 


(3) 2 Bx ^~; (4) 严 以 

x ^ px q \x + px ■¥ q) 

其中 n =2,3 ，…. 这是因为，根据代数基本定理，分母 0„ U ) 总 
可以分解成 ■ 

k I 

Qm (x) = IX ( A ： - a, ) ; . n ( x 2 + PiX + q t ) l i 9 


而这时，真分式就一定可以分解为 

Pn ( X ) >4,(" 4 2 (l) 

Qm (x) ' (% - a») + (x - a ,) 2 


+ - + u ^ +， * ，+ 


A , u > 、⑴ … ’ 

[x - a k ) + ( x - a k ) 2 ^ + ( X - a *) ; * ^ 

m, (i) x + yv, (l) + M 2 il) x + N 2 0) + … + 

[ x 2 + P[X + qi ) ( x 2 + P|X + q \) 2 







(X 2 + p s x + (x 2 + /)^ + q s ) 2 

“ 2 + p# + q s ) l >' 

这个事实是不难证明的，具体分解可通过待定系数法进行，下面将举例说明实 
际 i 是如何分解的.因此，如果上述四种简单分式的不定积分都能求出，则有 
理函数的不定积分必能积出来，也就是说有理函数的不定积分必能用初等函数 
表示.下面逐个求积. 


(1) [ = A\n\x- a \ + c; 

j x - a 

(2) [ - ~— -dx = ■ - \x - a) 1 " n + c, n =2,3,--*; 
J (x - a) n 1 - n 

(3) 只要求 f 2 X + b - dx 即可. 

x px ■¥ q 

f X + b J I - 丄 [ (2 文 + P) + (2b - p) 

i x 2 px ■¥ q 2 」 x 2 ^ px + q 

2 -^ d ,, 2 ^ fg [- 2 氺 - 

^ J a: 2 + pa: + <7 2 j X + px + a 


px + q 


2 b - 

~2 


f - 氺- 

J X 2 +DX + 




j* d ( x 2 + px ■ 
J x 2 + px ^ 


px + g) , 2b - 

^~ Ax + ^ 


'(-f) 


卜 + f ) + ( 9 - 4 ) 


=yin \x 2 ■¥ px-¥ q\ -f 


2 2 

⑷只要求 产 即可 • 

f x b ■ 1 f (2x + p) + (26 - , 

J 产 =2 J wv ”)； 士 


r d ( 文 2 + p: 

j (x 2 + px + 


P x + 


lb- 

了 


[(“ 皆 ） +(o 


_1_1 2b-p f du 

2(1- n)( x 2 px ^ q) n ' ] + 2 J(ii 2 +a 2 ) n ’ 

其中^ =文+ +， a = / 前面例 20 中已用分部积分法求出了 


[ du 

= J ( a 2 + a 2 ) 




换元积分法与分部积分法 


解设 


的递推式.这样我们已经在理论上说明了有理函数的积分必可积出来.事实上 
我们也已经给出了具体的求积步骤和方法.至于如何将真分式分解为简单分式 
之和，我们将举例说明. 

例 21 求 i (, + ») U ； 2 ) - 

M 设 1_ A_ _B_ C 

(x + \)(x +2) 2 + 1 + *+ 2+ (x+2) 2 ’ 

其中公， C 是待定系数.下面介绍两种确定待定系数的方法. 

方法 1( 比较系数法）在等式右边通分后，令等式两边的分子相等得 
A (^ + 2) 2 +BU + l)U+2)+CU + l) = l. 

比较两端 z 同次幕的系数得线性方程组 

A + B = 0, 

4A+35+ C = 0, 

4i4+2fi+ C = l. 


解得 4 = 1，6=-1 ， C = - 1 . 

方法2 (取特殊值法）在等式两边同乘以 : c + 丨后令 


-1，得 


A = lim 


等式两边同乘以 U +2) 2 后，令 x ^-2 得 


C = lim 


令*=0得 j = + f 将4, C 的值代人，即得 k - L 于是 


+ l)(x + 2) 2 
- 1 ) (x - 2) 2 




f dx 一 dx f_ dx 

= J : TTi 一 J W J 777 


=In 1 x + 1 I - In I a: + 2 


H 错 l.d 


例 22 求 J u - 2 r ^ A i ^- 


诚沿 2x +2 _ A__ Bx + C Dx + E 

麻坟 ( x . iY( x 2 + i)2 = ^tt + -J7Y + Cx 2 + l) 2 ’ 

仍用两种方法确定待定系数 4, fi , C ， D , £• 

方法 1( 比较系数法）通分后，令等式两边的分子相等得 

A (x 2 +\) 2 ^(Bx + c)(x-\)(x 2 +\) + (Dx^ E)(x-l)=2x^2 




比较两端 X 同次幂的系数得线性方程组 

4 + 5=0， 

-B + C = 0, 

24 + 丑- C + D =0， 

-+ C 一 D + E = 2, 

A - C - E = 2. 

解得4 = 1, B =- l , C = -1, D = -2, £=0. 

方法 2( 取特殊值法）等式两边同乘以; t -1 后，令 

* I. 2x +2 t 

等式两边同乘以 u 2 + i ) 2 后，令 x - i (虚数 i = v ^ n ) 得 

rr 丄 r r 2: + 2 2 (i + 1 ) 

Di+£ = ^7 TT = " rnr =- 2 ^ 

故0=-2, E =0. 等式两边乘以 x 后，令 . t —* 得 

A + = 0, 

故 = -4= -1. 最后在等式中令 X =0,得 c = -1. 于是 


1得 


f 2x+2 . f I 1 x^\ 2x \ 

• J U —i)(x 2 + i 产 J m-. 777 -[ 771 ^ 

= lnU-l|- j(^ + ^)d,- 


=In I x - 1 1 - ~ln I x 2 + 1 I - arctan x + + c • 

2 x l + 1 

上面介绍的两种分解真分式的方法，有时计算很繁，这时可利用拼凑的技巧进 
行分解，可能还更简单. 


例23 


X 3 + a : 2 + 2 , 

求 


2x - 2x 


2)-2 太 


2)U + l)-2:. 


f x^x 2 + 2 . _ f / .r -f 1 2x. \ 

J U 2 + 2) 2 X= J U 2 + 2"(x 2 + 2) 2 ) 

f xdx f dx f dx 2 

}77~2 + J 772" j VxUl ) 2 


yin ! 


TT 巧 + c . 


4. 三角函数有理式的积分 

有理函数(幻是两个多项式的商，也就是变暈 X 和常数经有限次的四则 
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运算所得的式子.类似地，三角函数和常数经有限次的四则运算所得的式子就 
称为三角函数有理式.因为 tan a: ， cot x , sec x 和 esc x 都是 sin a : 和 cos a : 的有 
理式，故三角函数有理式记为 K (Sim, COS X). 例如 




5 + 4 sin 2 x 



都是三角函数有理式，而 



就不是三角函数有理式了. 

既然三角函数有理式的定义如此类似有理函数的定义，设想能否存在变 
换，将三角函数有理式的积分化为有理函数的积分呢？如果这样的变换存在， 
那么三角函数有理式的积分就必定能积出来，也就是说其原函数必能用初等函 
数表示. . 

因为 



可见，这样的变换的确存在.变换 tanf = /称为万能变换，所谓“万能 "，是 

指凡三角函数有理式的积分都能通过该变换化为有理函数的积分.但后面将会 
看到，有时这一方法并不是最简单的. 


例 24 求 H 





例 2S 求 


fecos 


解这是三角函数有理式的积分，用万能代换必能积出来，下面给出另一 
种解法.记 


, 二, sin a = . . . r , 

/7 Tb 2 


_ A __1__ U 人 _ 

J asin x 4- 6cos x y fl 2 + ^2 sin xcos a + cos xsin a 

1 [ dx 

= 7 a 2 “ 2 J sinU + G) 

1 f / 、 esc (% + a)-cot(x + a), 

= 7^TP J C8cU + a) csc(x + a)-cot(^ + a) dx 

1 r d ( CSC (a: + o:)-cot(x + fl)) 

/ fl 2 + ^2 J csc(* + a)-cot(x + a) 

=-:rIn I esc ( ^ + a ) - cot ( % + a ) l + c. 

例 26 求 [ . . 

J 1 + cos X 

解法 1 这是三角函数有理式的积分，用万能代换必能积出来，留给读者 


完成. 


解法 2 

= Jcsc^cU- J 普 


一 cot 


解法3 


[ ^ = • 
J 1 + COS X . 


= tan 


例 27 求 


解因为 sin x 可以用 tan f 的有理式表示，所以 sin 可以用 tan 


的有 


理式表示，故令 tanx = f ，则 


2x = r 7 T 2* d% = 


I l+2lin2x = 1 It \lt 2dt = 1 lTTT 
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f d(t+2> 1 f + 2 -乃 

' J (f+2) 2 -3~2V3 ° t + 2+v (/ 3 


1 , tan « + 2 - V3 

=~pin - 厂 + c. 

2v3 tan x + 2 + v3 

从上面几个例子可见，三角函数有理式的积分，其方法是非常灵活的，可 
以利用三角公式恒等变形，也可根据被积函数的特点选择变换.并不是所有的 
三角函数有理式的积分都非用万能代换不可，而且万能代换也并不总是给出最 
简单的方法.一般地，可有下列一些变换： 

对于积分 f ( sin 2 ;»:， cos 2 太） d % ,可令 tan x t ; 


对于积分 R (sin % )cos xdx * 可令 
对于积分尺 (cos a:) sin xdx , 可令 

亀 

例 28 求 f -dx. 

J sin x + cos x 

sin 2x , 「 2cos 

T 2 dx = I " 2 

J sin x + cos x J 1 - cos x 


xdx , 


故令 


原式 = l t TT 7 TT dt 

- f 2t - l -dt + f —— At — 




=In I ( 2 - £ - 1 I + ^ - 

V 5 It - 


4 


=In I cos 2 % 

此外还可利用其他的一些技巧. 


- 1 


2cos 

2cos 


W 5 
+ V 5 


例 29 求 / = f ^ 

asm x 

解记 / = f T ■ C 巧 

J asm x + 


icos 


6 cos 


d %, 则 


al + bj = J da:= 


a cos 
6 cos 




=-In asii 


+ 6cos x) 
v 6cos x 

6 COS X \ + C2 


解联立方程组即得 


c 一 6 In I a sin x + 6 cos x I ) + c 


J = a ^ T 2 

5. 某些无理函数的积分 


( + a In 


6cos x I ) 


卜型 ，其中 


,ad - be j^O 


为了消去根号，令 



=，，得 


- eh 1 


d ^ = 


- be ) i 
n -a) : 


故 1^(*- VSf ^) d * = 

显然等式右边是有理函数的积分，因此必可积出来. 


- be ) 


解法 


30 求 

法1令=，，则 
原式 

= - 2 1 ( 7^7 


2(/ 2 +l) 


, dx = 


-8t 

2 -l): 






-In 


- 2 arc tan 


=-In 


- 2arctan 


yi ^2 + 1 j 、 ^-2 

, V ^ + 2 + V x — 2. ^ • / 太 + 2 

=in . - , - 2arctan'/ - - 

/7T2-/7^2 y x-2 

=In I a: + V x 2 - 4 ; - 2arctan^ : ^ q • 
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此题亦可用三角代换来求 . 


解法2根据 



十2 


，令 ： r = 2sec i ，则 


W - 4 
dx = 2sec / tan tdt. 


2 ( 


1) 


f 7VSl da： = Jdc f 2.ant 

=I (sec t + 1)d£ = In I 


2sec Man tdt 
sec f + tan t\ 


=In 


-4 


2 2 


arctan 


-4 


=In 1 x + v 7 ~ 4 + arrian 


-4 


解法 3( 凑微分法） 




2 


2 


dx 


c \ 


-4 






2 


=In I 


\/ x 2 - 4 J 太 \/x 2 - 

4| +2 

% 


4 




dx 


=In I * + >/ x 2 - 4 i - 

% 


^v-d ) 2 

d^. 

虛 


=ln| a: + y X 2 -4 - 
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音 ln| t 2 


1 I - ^3arctan —— — - In | 1 - t 3 1 + c 


V 3 

2 


= 4ln 


音 1 n 


7 i - 


-\^3 arctan 


It 


V 3 


x _ 

x 


x_ 

X 


-\^3 arctan 




V 3 








% + I - V % - 


X - 


-73 arctan 


V 3 


c • 


(2) I /? ( % , \/ ax 2 + + c )dx 型，其中 a>0 时， b 2 - 4ac ^ 0, 

时， 6 2 -4ac>0. 

根据 cu： 2 + 6 文 + c = g [ ( x + 占） + * 令 


或 a < 0 


u = % 


k 二 


4 ac - fc 2 


贝 ! J \/ ax 2 + 6 a : + c = \/ a ( u 2 ± k 2 ) . 

当 4 a c -6 2 >0 时取正号， 4 ac -6 2 <0 时取负号.于是积分转化为类型 

| /? ( 1/, \/ u 2 ± A 2 )da 

或 R ( ujk 2 - u 2 )du 

的积分，分别作三角代换 

u = kian 1 9 u = tsec t , u = tsin f , 

则又可化为三角函数有理式的积分，从而必可积出来. 

此外，当 6 2 -4 ac >0 时，方程 ax 2 +& + c =0 有两个实根 a ，/?. 则 

/? ( x,V ax 2 ^ bx ^ c ) = /? ( x 9 V a (x - a)(x - /?)) 
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= 尺 | 尤 ， (x - [3) A 


a \ x - a 



这就是情形 （1) 的积分，所以作变换 A /1 = r 也能积出来. 


例32求 f - 4 ^= 3 - d ^. 

J Vx 2 -2x 

解法 1 f 

j J Ji- o - 


解法 i f =[ 爭與 Ld ,. 

J V x 2 -2x J V(x - 1)^-1 
令 - 1 = sec t , 贝 1 j dx = sec nan tdt , 

原式 = [ 1 — sec Han tdt = [ (4sec 2 
J tan f J 

= 4 tan ^ + In I sec r + tan t I + c 


t)dt 


x + In I x - 1 + sj x 2 - 2x I + c 
: d:= 


« + c. 


解法 2 [-^=^ d ,= \^=Ax 

V x 2 - 2 x j y x 2 - 2 x 

^ fd ( x ^ 2 x )^ f dx ._ 

J ^ x^Yx J /7^2 x 

= 4 V x 2 -2 x + — p====r 

= 4 \/ x 2 - 2 x + In I * - 1 + \/ - 2 x | + c . 

例 33 求 (；c + l)vV:2^+5d 太 . 

解法 1 原式 =+ - l —) 2 + 4 d ： r . 令 

x - I = 2 tan t » dx = 2 sec 2 tdt , 

原式： = 2 (tan t + l )2 sec f 2 sec 2 tdt 

= 8 tan t sec 3 tdt S sec 3 ah = 8 | sec 2 fdsec t + 8 


sec 3 


(dr. 


因为 


J sec 3 fch = 


(dtan t = sec ttan t - tan 2 fsec tcit 


Itaii 


-1 


Odt 


=sec ttan f + In | sec t + tan t | - J sec 3 1 d t 
= ^-[sec ttan t + In | sec t + tan t I ] + c . 


所以 




从而 


原式= 


4sec 


4In I sec t + tan f ; + 


I \/ ^ 2 -2^+5 j 3 ^ 4 

+c 

I 2 + 2 

U 2 — 2 太 +5 )吾 + (x — 1)V^ 2 — 2 x + 5 + 


-2x+5 

2 


41n I x - 


:2 x + 5 l 


解法 2 


-2^+5dx 


= JPfM 


-2x + 5dx 


= + A 2 - 


= +(% 2 - 


r 5 d (* 2 -2^) +2 j 

5) f +2| y ( x - l ) : 


U-l) 2 +4d“-l) 


4dU-l), 


.yT7^l77~4d (x - 1) = } - ( ；； {) ^= d(x- 1) 


-l) 2 +4 


J >/U - l) 2 +4 


- l)d 


( 欠 -1 )、 

4ln I x - 


+ 4 J v(x-1) 2 + 4 

x - 1 ) 2 + 4 + 41n i a: - 1 + >/ ( a: - 1 ) 2 + 4 

l ) 2 +4 - J 7(%-1) 2 +4(1 U _ 1) + 
: 2 -2% + 5|, 


(: -l) 2 +4dU-l) 


=—(x - 1) v i： 2 - 2^ + 5 + 21n I a: - 


于是 


原式 = + U 2 -2 x +5) 


- 1 ) 


^2 x + 5\ 


-2x 


41n I * - 1 + */ x 2 - 2x + 5 i + c. 

至此，我们已经介绍了两种重要的积分方法——换元积分法和分部积分法.进 
一步讨论了几种特殊类型函数的积分（有理函数、三角函数有理式以及某些无理 
函数的积分），按照一定的步骤，必能求出它们的原函数.也就是说它们的原 
函数必能用初等函数表示.但是我们并不希望读者在求这些类型的不定积分 
时，总是按部就班地去做，而应在熟练的基础上灵活应用，尽可能用简单的方 
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法.事实上，在上面举的各例中，许多都给出了灵活、简便的方法.读者必须 
通过大量的求积练习，才能较好地掌握积分的方法和技巧. 


1. 用凑微法求下列不定 积分: 

⑴以； 


⑴以； 

⑵ \ X {\*2x)'' 

(3) J" 


(4) n ： ?!b + 7^) d 

⑸1泰 


X dx; 


xdx ; 


(o 

⑼ 

(10) It ^ 5 


(11) J tan 

(12) I tan 5 

( ⑷ L: 

(15) J cos 5 

(16) IiT 


xAx 


- 2sin x 


xdx ; 


(17) [ C °-^ d, 

J Sill ^COS X 

(18) [ Sin — X dx 
J 1 + sin x 
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(18) J - Tx \ r ? x^x . 

4. 求下列不定积分的递推 公式： 

( 1 ) = J x n e kx dx ; 

(2) I n = J (In x ) n dx ; 

(3) / n = J lan n xdx ; 

(4) / n = J (arcsin x) n dx . 

5. 求下列有理函数的 积分： 

⑴ 

⑵ 1 (* + i) d u 2 + o ; 

(3) f - A dx ; 

^ l ^ X 

⑷ b 
⑸ 

(6) \(?~ou7T) ixi 

⑺ Ir & 

(8) 1^7 T d - 

⑼ 

- 

6. 求下列三角函数有理式的积分 

⑴ 1 4 + 5 cos ^ ; 

⑵ 

(3) J 2 -^ ； 

/ . x f sec xdx . 

⑷ J ( T 7^^ ; 

⑸1上； 


_ X + 4 _ 

l)U + 2)' 


2x-3 , 

^7i77T d " ; 


dx 

2 + sin 2 x ’ 
sec xda: 

(1 + sec x) 2 
dx 


tan x 
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( 6 ) [ d --Y ~. —; 

J (2 + cos x)s\n x 
⑺ r sin ^cos f dx； 

J sin x + cos x 

(8) [ ~ S — 2 - dx ; 

(9) J tan^d^; 

(10〉[ : y- - dx; 

J sin ^cos x 

(11) f — d 太； 

J sm x + 2cos x 

(12) [ 

J 1 + cos x 

7. 求下列无理函数的积分 

⑴ L(l + 2/i + ^) ； 
( 2 ) 

J A + 1 + 

(3) [ — ：； 

( 4 ) Vx 2 -2x V2dx; 

⑸ I 赠； 
⑹㊉ 
(7) l 7 rffe ! 


_ 

x Vx 2 2 


- 2x + 2<\x ; 


( 10 ) 

V X 3 ( \ - x) 

8. 求下列不定 积分： 

( 1 ) f .. d l.„ 

J V ( x - a) ( b - 

( 2 ) { 






(3) 

• 

• 

xe x s\n xdx ; 

⑷ 

• 

xe x cos xdx ; 


[ dx 

w/ 

% 

sin ( « + a )sin ( x •¥ b) 

(6) 

J 

tan a: tan ( ^ + a)dx ; 

⑺ 

x 3 arc cos 龙 | 

/ - ^ d 太； 

V \ • x 

/ n\ 

f tan x . 

J l + tan, + tan 2 , aX； 

(9) 

* 

\^=dx; 

Vl +e x 

(10) 

|V Sin 〜； 

J 1 + COS X 

(ID 

f 1 - tan x , 

J l + tan , d " ； 

(12) 

J c* ,n x sin 2xdx ; 

(13) 

| arctan ( 1 + 4~x )dx ; 

(14) 

f dx 

J (1+W 
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定积分的概念来源于计算一个连续变量的连续变化的积累或连续作用的总 
和.变力做功，非均匀物体的质量、重心、转动惯量的计算等等，都可化为定 
积分的计算.微积分基本定理说明，定积分的计算可化为求微商运算的逆运 
算，即化为计算不定积分.这就使定积分的计算“机械化”了，从而使微积分 
在力学、物理、工程中获得大量的应用.本章讲述定积分的概念与基本性质， 
以及定积分的 il 算与应用.微积分基本定理的叙述、证明与应用，是本章的重 
点，也是全书的核心所在. 

§ 1定积分的概念 

我们先从几个例子谈起. 

例1变力做功. 

设有一质点受到力 F 的作用而在; r 轴上运动， F 的方向与; t 轴平行，其 
大小与质点所在的位 S 有关，即是 x 的函数 / U ). 问题是，当质点从 a 位移到 
6时，变力/(幻作的总功是多少（图 7-1)? 



这个问题是有显然的实际背景的.例如，一个质量为 m 的人造卫星，要把它 
从地面送上太空，便要计算地心引力对它做的功.如果把铅垂线选作； c 轴, 
则这时的力为 
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我们要计算它对人造卫星所作的功（图 7-2). 

中学的物理知识告诉我们，如果物体在位移过程中受一常力作用，而 a 力 
的方向与位移的方向相同，则力所作的功等于力乘位移.现在力的大小是随位 
移变化的，其所作的功应如何计算呢？通常力的大小 /($) 是随：^变化的连续 
童，因此这是个求连续 M 连续作用的总和问题. 

我们试把区间 [ a , 6] 分成 n 个小区间.设分点为 

a = xq< < %2< 9,9 < x n = b. 

在第 i 个小区间 [ A _ m ] 中，由于区间比较小，可以认为力/(幻的变化较小， 
可以用常力近似代替它.选 •-,，&], 则质点从七到；过程中，力所 
作的功 du ;, 可以近似认为是 

△ 讼 , «*/( fi) At , ， 

其中 At , = a - 是质点位移，把它们按 I •加起来 

S /( e ,) Ar ,, 

jo I 

便是力所作的总功14 = 的一个近似.设想当分点愈来愈多且愈来愈密 

时，如果上述和式的极限 i 在，则这极限便应该是力所作的总功 u ；. 记 

A = max I Ax, I , 

则分点愈来愈多与愈来愈密，便可来表示.因此，如果极限 

n 

liinX /( 6,)^, 

卜 0 ..i 

存在（是个数），则它便等于力所作的功而且显然这极限与愈分愈密的具体 
分法以及与 e , 的具体取法无关，只要 a 一0且 
例2质点作变速直线运动的路程. 

设质点作变速直线运动，速度为 I ；=〃（ f )， 求质点在时间间隔 [ a ,6] 内所 
走过的路程，通常假设 〆 t ) 是 f 的连续函数，因此这也是一个连续量连续作用 
的积累问题. 

我们知道，匀速直线运动的路程公式为现在速度是连续变化的， 
怎样求路程呢？用类似于例1的办法，先把区间 U ,6] 分细，在小区间中用匀 
速运动近似变速运动，然后加起来再取极限. 

事实上，将区间 U , fc ] 任意分成 n 份，设分点为 

a - t 0 < t x < t 2 < "' < t n = b. 

每个小区间的长度为 

^ti = ti - , (i. = 1 ， 2,… ， ； i). 

在小区间上，可以认为速度 r (/) 变化很小，可近似地看成匀速运动, 
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即任取用质点在时刻$，的 速度 〆 &) 去近似代替1；(0,于是质 
点在0^至 G 所走过的路程有近似值 

as v(^i)Ati (/ = 1,2,… ， n). 

对 i •求和，则质点在时间从 a 到6所走过的路程 

n 

5 = As { + As 2 + "* + 2 ASi 

im I 

=» + V(^ 2 )^h + *** + v (^n)^n 

H 

= S 

i s I 

记 A = max I Ali I , 当 A —0 时，则 

1 碟 《• < n 

s = lim ^ f；( . 

A -° . s i 

这样， s 便作为速度 《；( f ) 的一个和式的极限而被求出来. 

例3曲边梯形的面积. 

所谓曲边梯形，是指由三条直边及一条曲边所围成的图形，其中两条直边 
互相平行，第三条直边与它们垂直，叫做底边，第四条边是一段曲线弧，它与 
任意一条垂直于底边的直线只交于一点.当两条互相平行的直边中有一条或两 
条缩成一个点时，曲边梯形便 “ 退化”成了曲边三角形.我们就是要求这种图 
形的面积.设曲边梯形由连续曲线 

y^fU) (f(x)^O) 

以及 x 轴、直线 = : r = 6围成（图7-3)，这种图形面积的计算，读者过 

去是未学过的. 

困难在于有一边是“曲”的.为了克服这一困难，我们用例1、例2的办 
法，把曲边梯形分细，对每个小曲边梯形，可用小矩形近似代替它，“以直代 
曲”，然后把小矩形的面积加起来，得到原来曲边梯形面积的近似值，再让分 
割无限变细，取极限便求得面积的精确值（图 7-4). 具体做 法是： 将区间 [ ci , 
6] 任意分成 n 份，设分点为 

a = x 0 < < x n - b , 

每个小区间的长度为 

^Xi = X •-太 ,_| ， i = 1,2, ••-, n. 

任取 ，: r ,]， 用底为 At , 高为 / xe ,) 的小矩形面积近似代替第^个小曲边 
梯形的面积 A 4,: 

^4, «/( 

对 f 求和，便得到整个曲边悌形面积的一个近似 




A = AA X + AA 2 + ••• + AA n 
« + /($ 2 )At 2 + … + /( ^ n )Ax n 

n 

= 2/( 乏) 

im I 

记又 =max 1 l , 令 则 

I < iC « 

n 

A = 2 /(?,)^,. 

这样，曲边梯形的面积便作为函数 / ih 的一个特定的和式的极限而被求出来. 

设想曲边梯形是由线段 IU 0 , ： y ) IOo ^/ U () )| 当 
以从 a 变到6时扫出来的（图 7-5). 如果函数/( X )等 
于常数，这时图形是矩形，面积很易求得.对一般的 
连续函数 / U ), 困难就在于当 x 从 a 变到6时，/(幻 
也在连续地变化.因此，求曲边梯形的面积，也就是 
求一个连续 M 连续变化的“积累”问题，从这个意义 
来看，例3是例1、例2的几何 “解释”. 图 7- 5 

这些例子，都归结为求某种和式的极限.我们 把它概括抽象 出来，便得到 
下面的定积分定义. 

定义 7.1 设函数/(幻在区间 [ a , 6] 上有定义.用分点 

a = x 0 < xi < x 2 < •'• < x n = b 
将区间任意分成 n 个小区间，小区间的长度为 

At, = * ‘- 太 i• 1， i = 1 ， 2,… ， n. 

记 A = max i t , 在每个小区间上任取一点 f , € [七 _ i ，七]，作和式 

iKi^n 

n 
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若当 A — 0时，和式 <7的极限存在（设为 /), 则称 /( O 在 [ a , fe ] 是可积的，极 
限值/称为 /* U ) 在 U ，6] 的定积分，记作 

J f ( x ) dx . 

概括起来，也就是 

/ = lim V ] /() Ax i = \ f ( x ) dxy 
卜 0 •、丨 

这里的 a ，6 分别称为定积分的下限和上限， [ a ,6] 称为积分区间，/(幻称为 
被积函数. 

定积分的这一定义，在历史上 f 先是由黎曼 （ Riema nn ,1826—1866) 给出的， 
因此这种意义下的定积分也称为黎曼积分， /( d 在这种意义下的可积也称为 
黎曼玎积.值得指出的是，这里的 a 是由的分法 U =〜< 〜 < …< 
\ = 6) 和的取法决定的，通常称它为 /( x ) 的一个黎曼和，一般说来，它并 
不是 A 的函数，也就是说，当 A lArd 决定后，它并不唯一决定（对应 

于 [ a ,6] 的不同分法与$的不同取 1 可以取不同的值）.因此当 A — 0时 ex 
的极限为/,严格地说，只能用下面的语言 给出： 

设 / U ) 在 U , fc ] 有定义，/是常数.若对任意给定的 € >0,存在3>0,使得 
对于 [a , 6 ] 的任意分法与^彡&彡七）的任意取法，只要 A = max I I < S , 

l < n 

就有 

I a - /1 = I V] - / | < 6 , 

• • 1 

则称 i ] / U ) Ar ,. 的极限为 /, 即 

I ■ I 

爾 

I = lim 2 /( f ,) A * i . 

有了定积分的概念以后，上面^个例子便可以用定积分来表示. 

在例1中，变力/(幻使质点从 ex 位移到6时（注意，此时/(幻作用的方向 
与位移的方向重合）所作的功为/(幻在 U , fr ] 的定积分，即 

«^= \ b a f ( x ) dx . 

在例2中，作变速直线运动的质点所走过的路程是速度函数 t ;( f ) 在时间区 
间 [ a , t ] 上的定积分，即 

5 = J v ( t ) dt . 

在例3中，曲边梯形 

\( x , y ) \ 0 ^ y ^ f ( x ) b\ 




的面积4，便是 /( O 在 [ a ，6] 的定积分，即 

A = f(x)dx. 

a 

这也就是当 / U ) 多 ou 矣 X 矣 6) 时，定积分的几何意义. 
根据定义，当 / U ) 矣时，黎曼和 


= S /(&)△、 


是负的，因此其极限 


JV ( Od . 


与曲边梯形 1( 戈， y ) l /( 太）彡 y 彡0, a 彡; I 彡61 

的面积4差一个负号（图 7-6): 



阁 7-6 

4 = - J f ( x ) dx . 

关于定积分的概念，还有两点需要说明的.第一，定积分是个数，它仅取 
决于被积函数与积分的上、下限，而与积分变量采用什么字母无关，即有 

| f ( x)dx = | f ( t)dt = I /( u)du , 

这与求和指标选用什么字母无关是一样的道理，如 

100 , 100 , 100 , 

2 ^2 = S ^2= E ^2 - 

** I 1 ** t ^ II- I n 

第二，原来定义中假定 T a < b ， 如果 a >6，则分法应为 a = > & > 巧 > … 

> x n = b ， 定义中其他地方一切不变，仍可定义积分 

f ( x ) dx . 

a 

因此，无论 a ， 6谁大谁小，永远有 



f ( x)dx = - [ f ( x ) dx , 

a ^ b 


当 a = 6 时，我们规定 


\ b f ( x)dx = 0. 


1. 已知下列函数在指定区间上可积，用定义求下列积分 


(1) | xdx (0 < a < 6) ; 

(2) J\dx U •是常 数）； 


(4) a x dx ( a # 1 ， a > 0). 


2 •设 /( x ) 在 U + c , 6 + c ] 可积， 证明 /(x + c ) 在 U ,6] 上可积，且 

Cb Cb^e 

fix ^ c)dx = f(x)dx. 

• a ^ a ♦ c 


•设 


f( ) = f 1 ， 欠 = c ， c €( fl ， fc )， 

y lo, xe[a,c)U(c,6 ： 


lo, x^[a,c)U(c,6], 

求证 f ( x )6 x =0. 

a 

4 .若函数 /( 幻在 [ a ,6] 上可积，其积分是/,今在 [«,6] 内有限个点上改 
变 / U ) 的值使它成为另一函数 ru ), 证明厂（ X )也在 [ a ,6] 上可积，并且积 
分仍为 /. 


§2定积分的基本性质 

定积分定义为函数的黎曼和的极限，虽然这极限同函数的极限稍有不同， 
但其 e - S 语言的叙述并没有本质的差别，因此定积分的一些基本性质，可以 
用极限的相应性质推导出来. 

定理 7.1( 可积函数必有界）若 / U ) 在 [ a ,6] 可积，则 / U ) 在 6] 有界. 
证明用反证法.如果不然，设 /( x ) 在 [ a ，6] 无界，则对 [ a ,6] 的任意分 
法，在 ri 个小区间中至少有一个，/(幻在其上是无界的，设为 
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L x i(i _ I , \ ] •考虑 /( X ) 的黎曼和 


2 / U ) Ar ‘ =/(〜)△、+ E / ⑹知. 

*= 1 *> *0 

对任意 ； V >0， 当 iVio 时，取定？, eu _,, x ,], 由 / u ) 在 Ud ，、] 无界，故 

可取，使得 ° ° 

0 


这样 




I S /( e .)^. |+ /V 

…‘0 _ 


| |/(〜）|&•• - |D/u) 上 .1 >〜 

«-> '-'o 

这与 t / U ,) A ^ 有极限矛盾，故 / U ) 在 [ a , 6] 有界，定理 7.1 证完. 

iu ! 

定理 7.2( 定积分的线性性质）若函数/(幻， gU ) 在区间 U ,6] 可积，则 
灸1/(%)+*： 2 &(^；)在[<2,6]也可积，且 

J [kif(x) + k 2 g(x)] dx = A:,| f(x)dx + A: 2 J g(x)dx 9 

其中 h 是任意两个常数. 

证明由于 / U ), gU ) 在 [ a ，6] 可积，则对 [ a ,6] 的任意分法 

a = x 0 < xi < ••• < x n = b 9 

与任意 $, G ^ i ] ，有 

= [ f(x) 6 x , 

卜 0 i -丨 

以公 $(€)△ 々 =J g(x)dx, 

因此，根据极限的四则运算，有 


n 

lim^J [ k x f(^) + k 2 g(^i)]^Xi 

卜 0 f-i 

=lim[ A:, ^/(?,)^ ( + k 2 ^ g($i)^Xi] 

A -° i.i i.i 


= + k 2 g ^ i)Axi 

卜 0 “ 丨 ^frr 

= f(x)dx + A: 2 | g(x)dx, 

这就证明了 h / U ) + 々 2 g U ) 在[«,6]可积，且 
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[ k x f { x ) + k 2 g ( x)]dx = A :,| f ( x)dx + A : 2 | g { x ) dx . 

定理 7.3( 定积分的可加性）若 / U ) 在 [ a ， c ], [ c ，6] 可积，其中 a < c <6, 
则 / U ) 在 [ a ,6] 可积，且 

J f ( x)dx = J f ( x)dx + J f ( x ) dx . 

证明由定理 7.1 知 / U ) 在 [ a , c ], 有界，因此 / U ) 在 [ a ,6 ] 有界. 

设 

I /( a:) | ^ A/ f V [a . 

对 [ a ,6] 的任意分法 

A : a = x 0 < x { < ••• < x n - b , 

如果 c 是其中的分点，则 

> c b 

令 A - M ) 取极限，便证得 * ( 

lim yi /( g .) Axi = ^ fix)dx + J /( x ) d *. 

如果 c 不是分点，则把 c 加到△中得到一新的分法 zV , 这时 /( 幻对△与^的 
黎曼和，只在包含 c 的区间上有变化，故 

| - ^2 A f 1 矣 3 A / A —0. 

综合这两步可知，分法不管是否包含 c , 都有 

\ 11 ^ y^j A = I f ( x)dx + I f ( x)dx , 

这就证明了 /( x ) 在 [ a ,6] 可积，且 

I f ( x)dx = J f ( x )6 x + I /( x ) d ^. 

定理 7.3 证完. 

上述公式，当 c 在 [ a ,6] 之外时，也是成立的.事实上，不妨设 a <6< 
c ， 且/(幻在[( 1 , 6 ]， [ 6 , c ] 可积，由定理 7.3, 有 


移项，便得 


f(x)dx = | f(x)dx + ^f(x)dx, 

J f(x)dx = I f(x)dx - J^/(x)da: 

=J f(x)dx + J f(x)dx. 


定理 7.4( 积分单调性）若 / U )， gU ) 在 U ，6] 可积，且 

f ( x )^ g ( x ) 9 x ^:[ a 9 b ], 

则 \ b fU)^x ^ J g ( x ) d *. 

证明对 [ a ，6] 的任意分法和任意的，七],有 

/( 6,)^ g (6,), i = 1,2, — , n , 

因此 在士 g ( f ,) A «,， 

令 A — 0取极限，由极限的不等式性质，得 

| f ( x)dx ^ J g ( x ) dx , 

定理 7.4 证完. 

推论 7.1 设 /( x ) 在 [ a ,6] 可积， /( i ) 彡0 ( a 彡: r 彡 6), 则 

| f ( x)dx ^ 0. 

证明留给 读者. 同理可证，若 m 矣 / U ) 矣 Af 矣 6), 则 

m ( 6 - a )^| f ( x ) dx ^ M(b - a ). 

因为容易从定义验证，常数 / c 的积分等于 A (6- a ): 

J kdx = k(b - a ). 

定理 7.5 若 /( x ) 在 U , 6] 可积，则 

^ fix ) Ax j ^ \ f ( x ) \ dx . 

证明由/(幻在 U ，6] 可积，可以推出 |/ U )| 也在 U ,6] 可积. 这个证明 
我们留到第九章给出.由 

-I /( X ) I 矣 /( *) 矣 1/( 欠 )1 ， a^x^b 

用定理7.4,得 

J f ( x)dx ^ J \ f ( x )\ dx 9 

- | f ( x)dx ^ | \ f ( x )\ dx , 

因此 | J ^/ u ) c ^|<£ i / u ) idx . 

由此不难看出，不论 a 与6的大小，恒有 

f ( x)dx ^ I I \ f ( x)\dx . 

a I J a 
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为了证明闭区间上的连续函数都是可积的，我们需要函数的一致连续性概念. 
设 / U ) 在某一区间 /( 或开，或闭）连续，按照定义，也就是/(幻在这区间 
的每一点都连续，即对区间/中的每一点: to , 对任给 e >0, 存在5>0,使得 
区间中任意满足1太-〜| <5的太，有 |/ U )-/ U 0 )| <£. 



图 7-7 

一般来说，对同一个 e , 当：不同时，5 — 般是+同的. 例如从图 7-7 
看 y = l 的曲线，对接近于原点的 1(/, 5就应取得小一些，而当以离原点较 

X 

远时， S 却可以取大一些，对后者所取的5值，对前者就不一定适用.如果区 
间只有有限个点，则对应丁有限 t 正的 （5, 取最小的一个便可适合所有的点. 
但一般来说，区间有无穷个点对应于无穷个正的 S ， 这时这些3就可能 
没有一个 M 小的，也就是说找不到一个适合于所有点的公共的 5. 从图 7-7 

可大致看出 ， y = f 在 0< x < l 就没有公共的 I 但有时我们却需要这种对所 

有点都适用的5>0存在，这就是下面的一致连续性概念. 

定义 7.2 设函数 / U ) 在区间 /( 或开、或闭、或半开半闭）有定义，若对任 
给 e >0, 存在只与 e 有关而与区间/的点 x 无关的5>0,使得对任意的心， 
只要卜 1- 太 2|<5, 就有 

|/“i) -/“2) j < e ， 

则称/(幻在区间/上一致连续. 

将函数在区间连续和一致连续的定义加以比较，可见它们是完全不同的. 
前者是给定了 e >0 和 x 0 6 /,找出5 >0, 般是随 e 和巧而 改变，记为 
谷=占（％， € ).而后者的5只决定于 e >0，而与区间/中的点&无关，也就是 

说 5 = 3 U )， 它对任意的以都可用.仍拿 y = i 的情形看，对区间（0，1)的点 

X 

x 0 , 我们不妨求出满足 h-Ml <8时 |/ U )-/(〜）| < e 的5的最大值，来看 




看 S 如何依赖于 X 。. 事实上，要 


1 1 

了一〜 


不妨 设土… 0,因此上式成立当且仅当 


- x 0 e 


x q 

1 + 太 0 e ， 


-文 0 e 


一欠 o > — 


故只要取 


1^7) = !^; = 5(£ ，* 0) ， 

则它是使 | + - 士 I <e 成立的最大的 3. 显然， 当列 — 0时， 5-0, 可见5的 


确是依赖于: t 。 的，我们得不到对 (0,1) 中每点都适用的正数也就是说1在 
(( M ) 不一致连续. 

现设 c >0 是一个小于丨的正数，在区间 U , l ), 只要: t Q € U , l ) 就有 

5(c 9 x 0 ) = ^° C > T~-%, 

1 + Xq£ 1 + € 

故只要取 <5 = 5 U ) = 则对 u , i ) 中任意两点 a , x 2 ， 只要 

S ( e ) f 就有 

1/(:1) -/(:2) I < €. 

也就是说 / U ) = X 在 U , U 是一致连 续的. 

应当注意，函数/( X )在某区间的连续性，只与区间中每一点及其附近的 
/(幻的情形有关.事实上，按照定义，只要它在区间中的每一点都连续就行 
了.也就是说只要考虑在区间的每一点是否有适合连续定义的5,这是函数的 
局部性质.而一致连续性，却要考虑 /( x ) 在整个区间的情形，在整个区间内 
来找适合一致连续定义的这种性质称为整体性质. 


例1证明/(*) = 4 

不一致连续. 

证明当 ，巧 


在 （ c , l ) 一致连续，其中 c >0, 而在（0，1)连续但 


)_/ U 2 )| = 
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. x l - x 2 


Xl + x 2 

^ 2 

sin 

2X02 


C ° S 2x t x 2 


x i - x z\ 
X\X 2 



故对任给£ > 0,只要取5 = c 2 e ,便知当 h , x 2 G ( c , 1 ) 且 I A - I < 5时， 


有 |/( A ) - / (文 2 ) I < e ，即 / ( x ) = sin 丄在 （ c , 1 )— 致 连续. 而 sin 丄在(0, 1) 

X X 

连续是已知的.要证/( X )在(0，1)不一致连续，当且仅当存在 e ( )>0, 对任意5 
>0,存在； C ,， (0，1)满足 j h - x 2 | < 5,但 |/(% 1 )-/( x 2 ) i 彡 e 0 •取 


§\ -T- 2 

则 l /( v >-/ u ”）| = |1-0| = i . 


而 I 名„’ 一 :„" I = - - - -0 ( n-^oo ). 

2(2 nn + 

故对 e 0 = j ~, 及任意 5>0, 都存在: ^€(0,1), 使得 U # - d <5( 只 
要取 n 充分大），但 一 

这就证明 J 7 U ) = S in 丄在 (0,1) 不一致连续. 

从定义与例题可以看出，在某区间上一致连续的函数在这区间也必为连 
续，但反过来，在一个开区间内连续的函数可能在这开区间是不一致连续的. 
对闭区间，却不会出现这种情形，这就是我们下面要叙述的定理. 

定理 7.6 (康托 （ Cantor , 1845—1918) 定理） 闭区间 [ a ，6 ] 上的连续函数 
/ U ) — 定在 [ a ,6] 上一致连续. 

证明 用反证法并用区间套定理来证明.若不然， /( d 在 U ,6] 上不一致 
连续，则存在 eo >0, 对任意5>0, 存在 X . ， ， e [ a ,6], 满足| 〆 - 〆 '丨 <5, 
但 |/ U ’）-/ U ”） | 彡 e 0 . i 2[ a !，6 j = [ a , b ] 9 三等分[(^,6」，分点为 c 2 
且 C / C 2. 则两区间 [4,0], [ q ,6,] 中至少有一区间具有性质 （ P ): 对上述 
q >0 以及任意5>0,在该区间屮存在 〆 ，满足丨/-，丨<5，但 

|/“，）-/(，）| 外. 

因为若不然，设[以，(： 2 ], 两区间都不具有上述性质 （ P ), 即对上 

述 eo , 存在心 > 0 f 5| < + ( 6 - a )) ，对任意 〆 ，^6 [ a ,, c 2 ], 只要 
\ x r - x n \< S l9 就有 


f ( x f )- f ( x n ) \ < e 0 . 
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存在 S 2 > o ( «?2 < y ( 6 - a)J ,对任意： 《’ ，€ [ c , , 6, ] ,只要 I 文 ’ -V 丨 < 3 2 ， 
就有 

1/“，）-/“”| < e 0 . 

令5 = min (心，占 2 )，则任意 〆 ，6 [ a , 6 ] ,只要|太’ - x ” | < 5，就有 〆 ，/ 
同时在 UhQ ] 或同时在[0,6」中，从而有|/(/)-/(，）| < e() . 这与最初的 
假设矛盾. 

将 [ ai ， c 2 ], [ q ，6,] 两区间中具有上述性质 （ P ) 的区间记为 [ a 2 , fc 2 ]， 三等 
分 [ a 2 ,6 2 ], …，如此继续下去，得一区间套|[〜，6„]|，对任意 n , [ a ny b n ] 

都具有上述性质 （ P ) D 由区间套定理，存在唯一的实数 f ] 

II _ I 

由 / U ) 在点 r 连续，则存在 r />0, 当时，有 

1/(:) -/( r ) | < e 0 /2. 

由 lir ^ a „ = li = = r , 存在 / V , 当 fi>yV 时，有 [ a fl ，6 fl ] C ( r -7， r + 7), 于是 
对任意有 

l/U ，） -/U”)l 彡 I/U，）-/(/■) I + l/(r)-/(^)l <^ + ^ = £ 0 

这与 U n ,6 n ] 具有上述性质 （ P ) 矛盾。故 / U ) 在 [ a ,6] 上一致连续.定理 7.6 
证完. 

定理 7.7 若 / U ) 在 U ,6] 连续，则 / U ) 在[«,6]可积. 

证明不妨假定《<6,且 / U ) 彡 0 U €[ a ,6]). 因为否则，由 / U ) 有下 
界 m , 知 / U )_ m 彡 0 U 6[ a ,6]). 如果能证/(0-爪在[<1，6]可积，则由定 
理 7. 2便知/(%)=/(太 ）- m + m 也可积. 

由 /( 太） 彡 0且 /( %) 在 [ a , 6 ] 连续，则由 y =/( x)，y = 0, x - a, x =6 围 
成的曲边梯形有面积 /. 我们现在来证明 / U ) 的黎曼和有极限存在，且极限值 
等于 /. 事实上，根据定理7.6,任给€>0,存在5>0,对任意 x 2 ^[ a , 
6] ,只要 \x { - x 2 \ < 5,就有 

l/UJ -/ U 2 ) | 

对 [ a ，6] 的任意满足 A <谷的分法，由于 /(X) 在达到最 大值屹 与最 
小值 m ,， 即存在：《:•，< G [: t . q ， X,] ，使 

/( < ) 彡 /( x ) ^/( x \ ) , V < [ •** - 1 ， ] • 

显然 |/(<)-/ u:)l < + , 且对任意 有 

0 — a 

fix^Ax, ^/( e.)Ar, ^f(x ： )Ax iy 


因此 




S / u ) m . 

•• s ■ i s ■ i s I 

对应 U ，6] 的这个分法，曲边梯形相应地分成 n 个小曲边梯形，其中第 i 个的 
囱枳记为/,，则 

^ /,^/( x^Axiy 

因此 

n n 舄 

综合这两个不等式，便得到 * 

| S/(e.)^, - /|^ i E/(^)^ f -1；/(^)^| 

i • 1 I » 丨 i • 1 

^ 2 1/(0 - /() I Ax t < = e. 

i.i & - a .-I 

定理 7.7 证完. 

现在我们知道，在闭区间连续的函数一定是可积的.除此以外，还有哪些 
函数是可积的？这个问题我们将在第九章回答.下面给出一个有界函数但不可 
积的例子，它是在 [ a ,6] 处处不连续的. 

例2狄利克雷函数 

fl , : t 为有理数， 

DU ) Mo , x 为无理数 

在 [0,1] 是不可积的. 

事实上，如果 DU ) 在 [0,1] 是可积的，设积分值为 /. 对 [0,1] 的任意分 
法，取为有理数，则黎曼和 

S D ⑹ At, = l, 

令取极限，知/=1.但取为无理数，则黎曼和 

ft 

E D (^) Ax ^0 9 
“1 

令 A —0 取极限，得/=0.这是不可能的，故 DU ) 在 (0,1] 不可积. 

定理 7.8( 积分第一中值定理）若 / U ), g ( x ) 在 [ a ,6] 上连续，且 gU ) 
在 [ cz ，6] 不变号，则在 [ a ， fc ] 中存在一点 I 使得 


[ f(x)g(x)dx = /($) g(x)dx. 

J a a 


证明不妨设 gU ) 多 0. 记/(幻在 [ a ，6] 的最大值与最小值分别为 M 与 
,则对任意 x 6 [ a , 6 ] ，有 

mg(x)^f(x)g(x)^ Mg(x) 9 




因此 


mf 6 g(%)dx ^ f/(x)g(x)d^ ^ M\ b g(x)6x. 

J a J a a 

若=0,则 |^/ U ) gU)dx =0, $ 取 [ fl ，6] 的任何一点皆满足要求. 
若 j g ( x )6 x >0,则有 

\ b f ( x ) g ( x)dx 


g ( x)d 




由连续函数介值定理，知存在使得 


/(f) = 


/( x ) g ( x)d 

a 


g ⑴丄 


从而 


j f ( x ) g ( x)dx = /(?)| g ( x ) dx . 

定理 7.8 证完. 

特别地，当 g ( x ) = l 时，定理 变成： 若/(幻在 [ a ,6] 连续，则在 [ a , fc ] 中 
存在一点使得 

J f ( x)dx = /(? )( 6 - a ). 

这个定理的几何意 义是： 存在一个矩形，其高为 /( f ), 底为 [ d ,6]， 它的面积 
等于7=/(幻下的曲边梯形的面积（见图7 -8). 

定理 7.9 设 / U ) 在 [ a , b ] 可积，令 FU )= j //( t)dt ,则以:^是^^] 
上的连续函数. 

这里的 FU )， 称为 / U ) 的变上限的定积分，它的几何意义是曲边梯形 
的面积，其中横坐标;^看作是在 [ a ,6] 中变化的自变量（见图 7-9) .这 
个函数在 U , 6] 连续，在直观上看是显然的. 

证明由 / U ) 在 [ a , 6] 可积，知 / U ) 在 [ a , 6] 有界，设 

1/(*) 丨矣 M , V [ a ，6]. 

对任意 x G [ a ，6 ] ， x + At € [ a ， fc ] ，有 

\ F(x + Ax ) - F ( x ) \ = f / ⑴ ch 一 J :/ ⑴ df 

f* + Ar j I f* + Ar 

=} x ^ M \ Ax \, 
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1. 设 / U ) 在 [ fl ,6] 连续， / U ) 多0, /(X) 不恒为零，证明 

| f ( x)dx > 0. 

2. 设/(太）在[«,6]连续，£/(；0<^=0,证明 / U ) 在 [ a ,6] 上恒为零 

3. 举例说明 / U ) 在 [ a ,6] 可积，但 / U ) 在 [ a ，6] 不可积. 

4. 比较下列各对定积分的 大小： 

(1) xdx , [ x 2 dx ; 

Jo Jo 

(2) xdx , J^sin xdx ; 

⑶ D +)、，\! ydx - 

5 . 证明下列不等式（设所给的积分均存 在）： 

(1) 1 ^ e * dx ^ e ; 

0 




(4)3V^J^^^6. 


6. 证明： 


(1) lim 


. r / 

im - - 

—*Jo I + 


dx = 0; 


(2) lim 2 sin n xdA ： = 0. 
n— « J 0 

7 .设 /( O , &(；0在[ 0 ,6]连续，证明 


4 士 /(6) 《 (6)^^ = I fix) g(x)6x 9 


其中 a = x 0 < x l < ••• < x n = b f Axi = Xi 
n ), A = max I Ax： I . 


-_ i , ^； ] ( i = 1,2 


8. 设 0 < 占 < 1 ，求证 


(1 - t 2 ) n dt 


(1 - t 2 ) n dt 


= 0. 


9. (1) 设 /U ) 在 [ a , 6] 上连续，且对 [ a ,fc] 上任一连续函数 g( ： r) 均有 
| fix) g(x)dx = 0 , 证明 /(x)»0 ， ;i;€[a ， 6]. 

(2) 设 /(d 在 [ a ,6] 上连续，且对所有那些在 [ a ，&] 上满足附加条件 
g U) = g (6)=0 的连续函数 gU ), 有 p*U)g(x)dx = 0. 证明： 在 [«,6 ]上 
同样有 fix) —0. 

10. 设 /U), g U) 在 [ a ,6] 连续， 求证： 

\ f(x)g(x)dx | ^JJJ 2 (x)dx • J \ g 2 (x)dx, 

而且等号成立当且仅当 Wx) = A/U) ( 或 /(x) = A g U)), 其中 A 为常数 • 

11. 设 /U) ， &(^) 在 [ 0 ,6] 连续， 求证： 

^ | [fix) + g(x)'rAx \ f(x)dx +71" g 2 (x)dx , 

而且等号成立当且仅当 g(；O = A/(x)(A^ ： 0 常数 ）. 

12. 设 /U) 在 [0,1] 连续， /UboO, 求证： 


J : 忐 


dx ^ 


] f(x)dx' 

0 


13. 设 y = pU)U 多 0) 是严格申调增加的连续函数， 9(0) 
是它的反函数，证明 

f <p(x)dx + [ 0(j)dy ^ ab (a ^0,6 ^0) 
J 0 j 0 


0 , x = ip{y) 
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14. 用一致连续定义 验证： 

(0 /(幻=巧在[0，1]上是一致连 续的； 

(2) / U ) = sin z 在 （- oc ， + 00) 上是一致连 续的； 

(3) / U ) = /在 [ a ，6] 上一致连续，但在 （- »,+ oc ) 上不一致 连续； 

(4) f ( x ) ^ sin /在 （- oo ，+ oo ) 上不一致连续. 

§3微积分基本定理 

按照定义，定积分是函数黎曼和的极限，根据这个定义来计算定积分，往 
往是十分困难或复杂的，我们举一个最简单的例子. 

例 1计算|\ 2 心. 

• Jo 

由于 = / 在[0，丨]连续，因而可积.这样，我们可以通过一种特殊的 
分法与取特殊的&，把极限求出来（见图 7- 10). 将 [0,1] 区间 n 等分，分点 

为太 ,=丄 （ i = 0,1,2 ,…， n ) ，这时 △& = - A - ，=丄，取 为[•«,_!，;《,]的右端 

n n 

点& =丄，则黎曼和为 
n 

E (士) 2 士 = + S ■- 

i.I ..I ' n 7 n n ( ., ° n 

令 n — oo , 这时 A -0, 上述黎曼和的极限为 



图 7 - 10 

对/(幻=/，我们可以求出这个积分，但已相当复杂.设想对 x 3 、 X 4 , 




或更一般的或 /( x )= sinx ， 如何计算它们的定积分？下面的微积分基本 
定理告诉我们，一般说来，不需要从定义出发来计算定积分，定积分的计算可 
以化为求原函数即不定积分的计算. 

定理 7.10 若 /(*) 在 [ a ，&] 连续，则函数 CU )= f /( r ) ch 在 [ a ，6] 可导，且 

G ' ( x ) = f ( x ) t V ^6 [ a , 6 ]. 

证明显然 


G(x + Ax ) = 


因此 

”卜“ 、 士 [ r >- 卜] 

1 

/(0dt * 

由积分中值定理知道，在: r 与 x + 之间必存在一点$，使得 

\ X ^f(t)dt = / ⑷ 

于是 

G(x + AQ - G ( x ) 

^ 以)， 

令 Wl 从而由 / U ) 连续性便有 

^ GU) = ^ )sf(x y 

这就证明了 GU ) 在 [ a ,6] 可导，且 C ' U )=/ U ), 定理 7. 10获证. 

定理说的是，变上限的定积分是被积函数的一个原函数，只要被积函数是 
连续的.这一点从图形上看是很淸楚的（图 7-11): 变动的曲边梯形的面积的 
变化率等于纵坐标. 



图 7- 11 




这定理的一层意思是说，任何连续函数有原函数存在.这定理的另一层意 
思是可推出下面的重要定理. 

定理 7.11 ( 微积分基本定理）设 / U ) 在 [ a , 6] 上连续， FU ) 是 / U ) 在 
6] 的任意一个原函数，即 ru )=/( x ), 则 

f ( x)dx = F ( b ) - F ( a ). 

a 

证明由定理 7.10 知道， GU )= £/( f ) df 是 / U ) 的一个原函数.由于同 

一函数的两个原函数只能差一个常数，因此 

G ( x ) ^ F ( x ) + c , 

即 f ( t)dt = F ( x ) + c , 

a 

其中 C 是一个常数.在等式两边令％ = a ， 由于 GU )= = 0,便知 

F ( a ) + c = 0, 

即 c = - F ( a ) , 

代回去便得 

|/(Odr = Fix ) - F ( a ). 

取 = <», 便得 

jV ( Od / = F (6) - F ( a ). 

定理 7.11 证完. 

我们还可以用微分中值定理，证明一个条件稍弱而结论相同的微积分基本 
定理. 

定理 7.12( 微积分基本定理）若 /( x ) 在 U ,6] 可积， F (0 是 / U ) 在 [ a , 
6] 的任意一个原函数，即 ru )=/ u ), 则 

\ b f { x)dx = F (6) - F ( a ). 

证明给[ 0 ,6]任意 分法： 

a = Xq < X \ < x 2 < '" < x n - b y 

则由微分中值定理知在 A ) 中，存在使得 

F ( b ) - F ( a ) = F ( x n ) - F ( x 0 ) 

=X; ( F ( 々 ) - F ( X 卜丨 )） 

i > I 

=S 2 / (^) Ax,, 

•、丨 i « I 



令 A = 0，由 / U ) 在 [ a ，6] 可积知道，右边的极限存在，且等于 

/ U ) 在$[=%]的定积分，故 

n 广 6 

F ( b ) - F ( a ) = \im V ] / ( 6, ) = / ( x ) dx . 

卜 0 i:| J a 

定理 7.12 证完. 

这两个定理都称为微积分基本定理.它们的结论都是一样的，定理 7.12 
的条件较定理 7.11 的要弱些，因为已知每个闭区间上的连续函数都是可积的. 
定理 7. 12的证明要简练 一些. 定理 7.11 的条件虽强一些，但定理 7.11( 实际 
上是定理 7.10) 的证明要直观一些，而且定理 7.10 还多说明了 一点： 连续函数 
总有原函数存在.这两个定理都十分重要，我们要求读者搞清楚定理的条件、 
结论以及它们的证明. 

常常用记号 FU ) L 6 表示 F ( fc )- FU ), 于是有 

| f ( x)dx = F ( x ), 

其中是 / U ) 的任意一个原函数.这公式通常称为微积分基本公式，或 
称牛顿一莱布尼茨 （Nenlon - Leibniz ) 公式. 

定积分作为求 连续墩 作用的总和或积累，在有些问题中，例如已知作直线 
运动的质点的速度 I ；，求质点从 f = a 至 t = 6 所走过的路程，很容易看出这是 
求微商运算的逆 运算. 但在许多实际问题中，如求变力作的功，以及以后会看 
到的，像求连续分布的物体的力矩、转动惯量、引力等等，是很难看得出它与 
求微商运算的关系的.微积分基本定理深刻揭示了这两者的关系，这是微积分 
发展历史中的转 折点. 在此之前，人们计算每一个定积分都要探求一种特殊的 
方法才能把它算 出来. 但是，有了傲枳分基本定理之后，人们吋以用统一的求 
原函数的方法来计算定 积分. 这样微积分才真正开始成为一门独立的学科.因 
此，把这定理称为微积分的基本定理是一点也不过分的. 

在本节开始，我们从定积分定义计箅出 



现在用牛顿一莱布尼茨公式便容易算出 

dn 

巧 3 0 3 

例2求 a / a 2 - x 2 dx (a >0) 

Jo 

前面计算过 





因此, 





这正是以 a 为半径的圆的1/4面积.这样，用微积分便很容易算出了圆面积为 








我们也可以如下求相应的不定积分 


dx f dx 

a 



如果用这个原函数来计算上述定积分，则有 

n n 7T 

SS • — 一 ~~ — _ ■ — 

4 4 2 * 

结果和前面的不同.问题出在什么地方呢？原来 -arctani 在: r =0没有意义, 

x 

也就是说，在 [-1,1] 它不是的原函数，因此不能用牛顿一莱布尼茨公式, 

1 + X 2 

故后一个计算是错误的.如果积分区间不包含原点，则 arctanx 与 - arctani 都 

x 

是的原函数，这时两个式子都成立，例如 
1 + x 





1. 计算下列定 积分: 

Cn 

( 1 ) cos 2 xdx ; 


习 


题 



微积分基本定理 


(5) P 

I 


In x 


⑹ j ^ I In x\dx. 

e 

2. 求下列 极限： 

( 1 ) lim V ] 丄 sin —; 

一 n n 

⑵3,•(士 + 土 + … + 

(3) lim 2 

k.\ n 

3. 若 /U) 连续，求 F'(> 

(1) F“）= f* 

Jo 

(2) FU)= \/(t)dt; 

(3) f “) = \[e ,2 dt. 


^ + + V i +cos ^ 


e* dt. 


4. 求下列 极限： 


t 2 dt 


( 1 ) lim 


(fVae ) 2 

一 Adt 
Jo 

5 . 求函数 


F (x) = ^ \ t\dt 9 x ^： [ - \ ,\] • 


6 . 设 /U) 在 [0， + oo) 连续且单调递增， 求证： 函数 


FU) = 7 Jo /0)dr 


在 (0, + oo) 上连续且单调递增 . 

7. 设厂 U) 在 [ a ， 6] 连续，且 /U)=0 , 求证 


j J f (x) 6 x 《 ( 6 -~ max^l/, ( 太 )I 




§4 定积分的计算 


微积分基本定理把计算定积分化为求被积函数的一个原函数，即求不定积 
分. 如果永远都这样做，有时会变得很麻烦，甚至不可能计算出积分值（例如 
原函数不能用初等函数表示）.求不定积分有换元积分法与分部积分法，因此 
我们要把不定积分的这两种方法移植到定积分来. 

定理 7.13( 定积分换元法则）若 / U > 在 [ a ,6] 连续.作变换， 

其中 满足： 

(i) (p ( a ) = a , <p (卩、 = b ，且当 时， < p ( t)^[a , b ]\ 

( ii ) 炉 （ I ) 在 U J ] 有连续微商 〆 （《), 则 

f ( x)dx = [ f (<p ( t ))< p ' ( t ) dt . 

a J a 

证明由 / U ) 在 [ a ,6] 连续， /( 9 0))<( f ) 在 U ,/3] 连续，知等式两边 
的定积分有 意义. 根据连续函数的原函数存在，可设 /(*) 在 [ a ，6] 的一个原 
函数为 F(x ) 9 这时 

= r ( y (0 )y (0 =/(y (0 )y ( r ), 

也就是说 ( r )) 是 /( 9 U ))^( t ) 在 [ a ,0] 的原 函数. 运用牛顿一莱布尼茨 
公式，便得到 

/ ( x)dx = F (6) - F ( a ) 

a 

= y (9( 沒 )） -厂 (^( a )) 

=|/(^ ( t ))( p ' ( t ) dt . 

这就是所要证明的.定理 7.13 证 k . 

注意到当 ： t = p (0 时 ， dx = d < p ( t ) = 则上式是说，在定积分 

£/(1)<^中，可以作任何变量代换 x = 9 ( f )， 只要在被积表达式中作微分运 

算即可，但要记得在代换过程中，积分上下限要作相应的改变. 

例 1 求 P V a 2 - x 2 dx ( a >0). 

Jo 


解令 i = aS int , 则要 x 从 0 变到 a , 只需 t 从0变到因此 





cos 2 tdt 


cos 2 t . 

2 - 心 


-4( 


): 十. 


我们看到，利用定积分换元公式时，只要随之改变积分限，最后不必像不 
定积分那样再将变最还原. 


例2 


证明 | 2 sin n A ： dx = 2 cos ' d . r . 

Jo Jo 


证明作变换 x = 则当 x =0 时， / = y ; 当时， 1=0. 因此 




=1： 


l xAx . 


例 3 若 / U ) 在对称区间 [- a , a ] 连续，则 

( i ) 当 / U ) 为偶函数时，有 r a / U ) d : r =2〔/ U ) dx ; 

( ii ) 当 / U ) 为竒函数时，有 r f ( x ) dx ^ O . 

J - d 

证明 


( i ) \ a J ( x ) dx = j ° ( /⑴ \ a Q f{x)dx ' 

对右端第一项，作变换 x = - t 9 则当 ％=- a 时， t = a ; 当 x =0 时， t =0. 
乂由 / U ) 是偶函数知 /(- f )=/( t ), 故 

|° f ( x)dx = - |° f ( - t)dt 

=-|° f ( t)dt = f ( t ) dt . 

代冋上式便得 a 

I f ( x)dx = 2 ^ f ( x ) dx . 

此式有明显的几何意义（见图 7-14). 

( ii ) 可类似证明.其几何意义可从图 7- 15看出，奇、偶函数的这种积分 
性质是经常要用的，例如 




图 7- 


图 7- 


V 1 - x 2 dx = 0, 


r .， si, 

L si, 


sin nxdx 


= 2 I sin roxsii 


rudx ， 


nxdx = 0. 


等等. 


例 4 证明： 若 /( x ) 是一个以 r 为周期的连续函数，则对任意常数 a ， 有 


•a+r CT 

a /(x)dx= J o /(%)dx. 


证明由于 


fa+ r ro rr fa* r 

J f (x)dx = j f (x)dx + /(%)dx + f (x)Ax 9 

只需证明第一项与第三项可以相消.事实上，在第三个积分中令 x = 7\则 

f {x) Ax = |^/(l+r)dt= o/(t)dt=- p / ( t)dt, 

这就是说第一项与第三项的确可以相消，从而 

Ca*T CT 

f(x)dx = f(x)dx. 

Ja JO 

此例证明，周期函数在任何两个长度为周期 r 的区间上的积分值相等， 
这在几何上也是明显的. 

例5求 

J 0 1 + cos X 

解被积函数的原函数是很难求出来的，因此，尝试用换元法把它简化. 
事实上， 







在等式右边第二个积分中，令则 


代入原式，得 


xsin x . 一 卩 (7 T - 〆） sin (7： - t ). 
• I 1 + cos 2 x X ~ J I 1 + cos 2 (n - t ) 

[2 sin t . [2 /sin t . 

= :- i~dt - -- 2~dt, 

Jo 1 + COS t Jo 1 + cos t 

xsin x . [2 sin x , 

■ - r' 6x = ^ ; - 

JO 1 + COS X JO 1 + COS X 


这里，我们实际上并未求出 


2 7T 2 

x o = 4- 

的原函数，而只是用定积分换元法则，把 


不易计算的项消去了.由此可见，不要简单地认为定积分换元法与不定积分换 
元法的作用是相同的. 

下面讲述定积分的分部积分法. 

定理 7.14( 定积分分部积分法）若函数 uU )、 ^ U ) 在 [ fl ，6] 有连续的 
微商 / U 〉、 i / U ), 则有分部积分公式 

u (x)v' (x)d* = u (*)f；(*)| - j v (x) u (x) dx. 

证明由乘积的微商公式 

(U (x)v (*))’ = li {x)v {x) + V (x)u r (x ) 9 
两边在 [ a ,6] 积分，再用牛顿一莱布尼茨公式，便得 


j u (%) v , ( x ) da : + | v (*) u , ( 

\\u ( x ) v ( x ) Ydx = u ( x ) v ( x ) j \ 


移项便得所要证明的公式 .. 
这公式可以写成 


I u ( x)dv ( x ) = u ( x ) v ( x ) - I V ( x ) du 


例 6 计算 / = xln (1 + x)d 


= |ln(l + «)d 


2 


In (1 


din (1 




+ rh ) d " 




2 L 2 


-X •¥ 


In (1 + :)] I 


例 7 汁算 / n = p sin n *da: (n = 0,1 ， 2, …） • 

Jo 

解 I 0 = 

Jo 2 

ri 

/, = sin xdx = - cos ; 
Jo 


sin xdx = - cos x 


只需讨论的情形.由分部积分公式 


rl 

= 2 sin a 

Jo 


xd (- cos x) 


( - cos x) sin" -1 x 


1 2 cos xdsin"' 1 x 


n - 1) sii 
n - 1) J^sir 


•2 _ 2 


xdx 


sin 1 *' 2 x(l - 8in 2 x) Ax 


=“ - 1 ) ,„-2 - “ - 1 ) 
移项，得到一个递推公式 


n ^2). 


(i) 当 n 为偶数 2A 时，则 


, ( 2 *- 1 ). 2k -\ 2 *- 3 , 

hk : ~ 2^ /24 - 2 = "^ T ' 2 T ^ /2A - 4 =， ** 


(2A-l)(2/c-3)-5-3-l 
7^)(2A-2) … 6.4.2 /o 
(2 灸 -1)(2 灸 一 3)... 5.3.1 _tt 
( 2*)(2A-2) … 6.4.2 ■ 2 ’ 
ii) 当 n 为奇数 2A + 1 时，则 

, m)(2A-2)m-4)."6.4-2 


k = \ 9 2 y 


hk*i - 


(2i + l)(2^-l)(2^-3)-7-5-3 


(2k)(2k -2)(2k -4)-6-4-2 
(2 灸 + 1)(2A-1)(2 灸一 3)...7.5.3, 



由例 2 知 


= si 
Jo 


'xdx , 


因此有一样的计算公式，例如由 sin x 的对称性， 


sin 4 % dx = 2 ^ si 
o n 


\ 4 x dx 


再用公式得 


• 4 , - 3 ' 1 7T 3 

in x dx = 2 4^2 T = ¥ 


计算下列定 积分 : 


(1) J7 — ] 3^ 2 " : 

_ 

(3) y L x yj^Txdx; 

⑷ n ^ + 忐卜; 

(5) f v/4 - x 2 dx; 


-3) 


(7) J 2 sii 


>/ a 2 - x 2 dx ; 


mxcos nxdx; 


(9) r 

J o 1 + /l + x 

(10) \ x (x 4~x ) d* ; 
Jo 

(ID [ f -^ S -. X 2 d ^; 

J i \ + sin x 

(12) 


(13) xarctan xdx ; 
Jo 


(14) [ 2, 
Jo 

(15) f 

06) r 

J o 


文 2 cos 2 xdx ; 


■2 … 2 


xdx ; 


X dx ; 


(17) J sin mxcos nxdx 

(18) lo x 2 ^/ f ¥ f dx 

(19) [ 2U ~—? a 2 dx ; 


a > 0) 


r 丄 

(20) 75 % 3 (1 - 5 x 2 ) l 0 dx . 

Jo 

2. 计算下列 积分： 

(1) j^sin 9 xd:c; 


(2) sin 5 ; 
Jo 

(3) [ cos 6 xdx ; 


(4) cos 1 xdx ; 

Jo 

(5) [° ( a 2 - x 2 ) n dx ; 

Jo 

(6) r (i - x 2 ) 6 dx. 

Jo 

3. 证明连续的奇函数的一切原函数皆为偶函数，连续的偶函数的原函数 
中有且只有一个为奇函数. 

4. 设 / U ) 在所示区间上是连续函数， 证明： 

rJL 

( 1 ) 2 f (sin djt = 2 f (cos x ) dx ; 


(1) f (sin a:) di: = P/(cosx)dx; 

Jo Jo 

(2) I xf (sin x ) dx = yj /(sin x ) dx ; 

(4) [ X s f ( x 2 ) Ax = -} r \ xf ( x ) dx (a >0). 
Jo ^ Jo 
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5. 计算积分 p ― S -^^— dx . 

J 0 cos x + sm x 

6. 利用分部积分法证明： 

J f ( u) (x ~ u) du =| 11^/ ( f) df j du . 

7 . 设厂 U ) 在 [ a ，6] 连续，且 /( a )=/(6)=0, 求证： 

(1) ^ f (x) dx = y| f" (x) (x - a) (x - b) dx; 

(2) j J/(x) dx j ^ ^ b ~\2~ max J/"“ ） i. 

8 •设 /( x ) 在 x >0 时连续，对任意 a , 6>0,积分值 

Cab 

) a f(x)dx 

•与 fl 无关， 求证： f ( x ) = f ( C 为常数）. 

9 .设 / U ) 在任一有限区间上可积分，且 

lim /(:) = /• 

蕙 — ♦ Oft 

求证： 

lim 丄 f /( i〉ch =： /• 

§ 5 定积分在物理中的应用初步 

微积分基本定理与不定积分的计算方法说明，一个物理问题或其他实际问 
题，只要化成了求一个函数的定积分，我们便有办法去解决了.因此应用的关 
键是把问题化成求一个函数的定积分.在实际问题中，被积函数并不是现成 
的，要根据问题的物理意义或有关的物理定律，才能求得出来. 

定积分解决的是连续 ft 连续变化的积累或连续作用的总和，这个积累或总 
和表现出来的是一个量，我们把它记为 t 这种 暈的特 点是： 

(1) 它总是与自变量变化的一个区间 [ a ，6] 联系着. 

(2) 这个量对区间具有“可加性”，也就是说，如果把区间分成若干个部 
分区间： 

[太 i - i ，：••]， i = 1，2,…， n , 

那么，量4就等于那些对应于各部分区间的部分虽44, (i = 1,2,-，〃）的总 
和，即 • 

A 

4 = Z A4, • 




因此，用定积分解决问题的步 骤是： 

第 一步： 把所要求的量对应的自变量变化区间 6] 找出来.给 [ a ，6] 以 

分法 

a = x 0 < x { < ••• < x n - b. 

第 二步： 把量 4 对应于部分区间 [&_,, 七] 的部分量取出来.一般来 
说，由于/!依赖于区间 [ a ,6] 是连续变化的，4不能一下求出来，部分量 
也同样求+出来，这时就要作近似代替，把写成某个函数/在区间 
A ] 中某点的值乘以区间长度即 

AA ^ fi ^ Ax ,. 

求和，便得到4的近似 

n m 

irn I im 1 

第 三步：令；1= max I At , 1—0 取极限，得到 

I < * <« 

n 广厶 

A = lim y]f (^i) = f (x) Ax. 

卜 0 i ■丨 

这就把 W 4 表示成一个函数 / u ) 的定积分. 

上述的步骤中，关键的一步是“近似代 替”： 

AA ^ fi ^ Ax ^ 

读者自然会问，你怎么知道你的近似代替当 A —0 时，会变成精 确的： 

鶊 

A = lim / ( 6,-) 

通常，可检验的一种办法是，如果近^似代替中的函数 /( 幻在 6] 连续，并 
且有 

rn^Xi ^ A4i 彡 MAx i9 

其中岣与 m , 分别是 / U ) 在的最大值与最小值，那么，你的近似代 
替是可行的.事实上根据函数的一致连续性知，任给 e > o , 存在 S >0, 只要 
A <5,有 



从而 

\ a - E / ce ,)^! = I - 2/( e ,)^, 

« S I I rn I i m I 

彡 SU 4 -/(&) 上 ,1 彡公 （ A /, - m ,) 知 

13 I j E I 
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既然关键在于近似代替，我们还可以把上述过程用更简单的办法说明.若用函 
数4 U ) 表示量4对应于变动区间系 6) 的部分量，则显然 

A ( a ) = 0 , A ( b ) = A ( b ) - A ( a ) ^ A . 

给太以改变跫 d ： t , 我们把相应于区间 + 的部分量记作厶4,如果根据 
实际问题找到的 M 的近似代替 / U ) dz , 正好是 A 4 的线性主要部分，那么 
/ U ) dx 就是函数 /t U ) 的微分，即 

/ ( x)dx = dA = A ' ( x ) Ax , 

于是由牛 顿一莱 布尼茨公式知 

J/ (x) dx = \ A ， (x) = A (x) 

=A ( b ) - A ( a ) = A 9 
这表明整体 a ： 4 可以表示成定积分 

A = \ f ( x ) dxy 

^ a 

其中 /(: r ) 是我们根据实际问题写出来的.通常我们把 cM 称作微元.只要 
“微元 ” （M = f ( x ) dx 确实是函数4 U ) 的微分，并目 •/(*) 在可积，那 
么，上面的讨论都是成立的. 

如前面所述，由于幣体贽是待求的，部分设4 U ) 是未知的，因此很难断 
定我们写出来的微元 / U ) d 太到底是不是4 ( Jt 〉 的微分 ， 换句话说，很难断定 
/ U ) d . t 是不是的主要 部分. 但这时，大多可以根据具体问题的物理意义 
判断. 一般说来，要多实践，积累经验，仔细分析.通常把的主部 ( 丨4求 
出来的过程称为微元法. 

下面通过一些具体例子解释这种 方法. 一些进一步的应用，留到 一章 

讲述 • 、 & + U mi 

例 1设有矩形水闸，长为“高为 L 当水面与水闸上沿相齐时，问水 

闸受到的总压力是多少？ ^ 

解 根据阿基米德原理，水下一点所受到的压力（单位面积所受到 的力） 与 

水的深度成 正比. 对水闸来说，从上到下，压力是连续变化的，这是个连续量 

作用的总和问题，可以用定积分 解决. 

如图7_16，取 x 轴垂直向下，记/为对应于 [0,1] 这部分水闸所受 
到的 压力. 给 x 以改变 Mda :， 则对应于 U ，** + dz ] 这部分水闸所受的压力 
APt 等于水的深度乘以面积 / dt 由于在这时，水的深度变化很小，我们用 
上沿的深度$近似，便得 


因此 


AP ^dP = xl 6 x . 
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图7-丨6 图 7- 17 

用牛顿一莱布尼茨公式计算便得 

/ > = ~^ 2 

例2如例1,只是闸门是半经为7?的半圆（见图 7-17). 

解如上例，则圆的方程为/ + 且 

AP - xAA , 

其中 cM 是对应于 [u + cU ] 的小曲边梯形的面积，用小矩形面积来近似，它 
等于 



di 4 = 2 v R } - % 1 Ax 


因此 

故总压力 


dP = 2x ^R 2 -x 2 dx. 

P = \ R 2x VR 2 - x 2 dx 
Jo 

=- J : V R 2 ~ 2 d ( R 2 - X 2 ) 
(R 2 - x 2 )2 I * = jR\ 


2 


例 3 求均匀棒对延长线上一质点的引力. 

解从万有引力定律知，质量为 m ~ 2 的两质点间的引力，其方向沿着 
两质点的联线，其大小与两质点质量的乘积成正比，与两质点间距离 r 的平方 
成反比，即 

m , m 2 

r = u —, 


其中 V >0 是引力常数. 

取坐标如图 7- 18,质点位于原点，设质点的质量为 m , 棒长为 2 L ， 质量 



定积分在物理中的应用初步 


为 M ， 质点与棒的近端距离为 a . 设想棒由无数“质点”聚成，每个质点与 
m 的引力都可以求出来，但质点从 a 逐步过渡到 a +2 L 时，它们与 m 的距离 
是连续变化的，从而引力也是连续变化的，把这些连续变化的引力累加起来, 
便是一个连续量作用的总和问题，可以用定积分解决. 



图 7- 18 

分割区间 [ a , a + 2 L ], 任取一份[: + 这一小段棒可近似看作一个 

质点，其质 M ： 为# dz , 质点位于: r 处，由万有引力定理知，这一小段对质点 


的引力为 


dF = ^^(^dx)=^d,. 


从 0 至 0+ 2£累加起来，便把棒对质点的引力化为定积分 




再用牛 顿一莱 布尼茨公式，得到 

F= 


a (2 L + a ) 


它并不等于把棒的质最 A / 集中到棒的质心 a + f 上对 m 所得的引力 


fiMm 

如果棒是不均匀的，设其线密度为 〆X ) 


AF ^ fx ~2 p ( x ) dx , 

从而 F = p ( x ) (\ x > 

a X 

例 4 棒与质点同上，但质点位午棒的 
垂直平分线上. 

解取坐标系如图7-19,原点在棒的中 
心，设质点 m 与棒的垂直距离为 a . 

此例与上例不同，上例中棒上各小段对 



质点 m 的引力虽然大小不同，但方向是一样 
的，都沿着： r 轴，方向朝着棒，因此可以将 




引力的微元相加，得到棒对点的引力.现在情况完全不一样了，棒上各小段对质 
点的引力+仅大小不同， 而&方 向也不一样.这样，各小段对质点的引力就不能 
像上例那样来相加，而必须用向鼋的加法，也就是说，应把每一小段对质点的引 
力分解为 X 分量与 y 分量，然后按分量相加，得到总引力的 X 分量与 y 分暈. 
所幸本题中质点 m 与棒的位 S 有对称性，关于原点对称的两段对 m 的引力在 : r 
轴方向的投影互相抵消，因而总引力的 z 分 M 为 0. 故我们只需求引力在 y 轴方 
向的叠加.总引力方向沿 y 轴，其大小为 


M . 

m z- ： d.r 

jr 2 / ^ .Mni 

dr = ti ； __ — ,~ COS U 二 fi ――~^ - 

( y ^ TT 2 ) 2 2/(? + 




的叠加，即 


= l：,ir 


，丨 1 fiMma dx 

J 。丁 GW 


为计算积分，作变 M 替换 : r = 


，则 


__ 

J °(. r 2 + a 2 )f 
故引力大小为 


% 
.( 


^ / a ~ + T 2 


a /^ TT 2, 

当然，我们也可以求质点 m 在其他位 置时的 引力，但这时就必须分别把 
引力对轴与 y 轴的分 tt 进行鲁加，将总引力的两个分量分别用积分表示出 
来，情况比这里讨论的要复杂得多，我们就不赘述了. 

例5半径为尺的半球形水池，其中充满了水，要把池中的水完全吸尽， 
需做多少功？ 

解 取坐标如图7-20,球心在原点，容易看 
出，图中圆周的方程为太 2 + /=/? 2 . 、 

分割区间[0，/?]，考虑一小段 U , x + d /]， 相 _ ( __2 - 

应的水 M S «:近似等于以 : r = ^- x 2 为底半经， 

以 h 为高的薄圆柱形水层的重 tt 、/ 

pny 2 dx = pn ( R 2 - x 2 )dx , x 

其中 p 表示水的比重.把这一层水吸出水面，经过 
的距离为: r ， 因此需做功 ® 7 - 20 
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dw = x [pn ( R 2 - x 2 ) dx ] = ^7 r ( /? 2 - x 2 ) xdx . 

加起来，便把总功表成定积分 

i ^=| pn ( R 2 - x 2 ) xdx = -^ nR 4 . 

如取 p = l OOOkg / m 3 , 则上述功的单位为 kgTn . 

从以上各例看出，一些连续量的叠加、积累、作用的总和问题，通常都可 
以用定积分解决.值得指出的是，这里都只有“一维”问题才能用定积分， 

“高维”问题要等以后讲多元函数积分（重积分）后才能解决.但即使高维积分， 
其计算最后仍然归结为一元定积分.当然，即使是“一维”问题，这里也只有 
儿个典型例子，定积分的许多几何应用与物理应用将放到下一章叙述. 

习 题 

1. 有一薄板 g + f 长轴沿铅直方向一半浸人水中，求水对 

a 

板的 压力. 

2. 修建大桥桥墩时要先下围囹.设一圆柱形围囹的直径为20 m ， 水深 
27 m ， 围囹高出水面 3 m , 要把水抽尽，计算克服重力所做的功. 

3. 某水库的闸门是一梯形，1：底 6 m , 下底 2 m , 高10 m , 求水瀨满时闸 
门所受的力.设水的比重为1 000 kg / m 3 . 

4. 半径为『的球沉入水中，它与水面相接，球的比重为1,现将球从水中 
取出，要作多少功？ 

5. 把弹簧拉长所需的力与 弹簧的 伸长成正比.已知丨 kg 的力能使弹簧伸 
长 lcm , 问把弹簧拉长10 cm 要作多少功？ 

• 6.有一长为《的细棒，它在各点处的线密度与相距某一端点的距离平方 
成正比，求此细棒的平均密度. 

§6定积分的近似计算 

关于定积分的计算，我们介绍了两种常用的方法.一种是求出被积函数的 
原函数，再利用牛顿一莱布尼茨公式算出定积分 的值； 另一种是利用定积分的 
基本性质或定积分的换元积分法、分部积分法，将定积分化为便于计算的形 
式，然后利用牛顿一莱布尼茨公式算出结果.但是，在实际问题中出现的定积 
分，往往不能用以上方法来计算，例如以下几种 情况： 

(1) 被积函数是用图形或表格给出的，没有 公式； 



(2) 被积函数虽然由公式给出，但是求原函数非常复杂和 困难； 

(3) 原函数不是初等函数 • 

这时，我们就需要采用近似计算的方法来求定积分的值. 

下面，我们介绍建立在定积分几何意义基础上的近似计算法，给出两种近 
似计算公式. 

1. 梯形公式 

设函数 y =/ U )>0, . x €[ a ,6], 于是定积分£/ U )dx 表示曲边梯形的 

面积（图 7-21). 近似求出这块面积，也就近似算出了定积分. 

将 U ,6] 分为 n 等分，设分点为 v 

a = x 0 < x t < x 2 < -• < x n . t < x n - b. ■丁 

每个小区间的长度都是 At = $ .令 y , [ N . 

=/( A)(i = o , i ， 2 ，”， n ). 用小直边梯形 yo y ' yi 

面积去近似代替小曲边梯形面积，得到 ^ 


〜 f(x)d 

J x t • 


y. > - 


于是 


/ (,x)dx 


6 - a / r 0 + \ 

=~^\ ~ 2 ~ + w …””-小 

上述公式称为梯形公式. 

定理 7.15 若厂 U ) 在 [ a ，6] 上连续，且 

• 1厂“） \ t x ^:[ a f b ] 9 

则梯形公式的误差可如下 估计： 


I V 


其中 




n + 72 + — + r«- 


证明从略. 

例1有一条河，宽 
测得数据如下： 


. 从一岸到正对岸，每隔 20 m 测量一次水深 
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求此河的横断面面积4的近似值. 

解设此河横断面的底边方程为 y =/ u ), 则所求面积为 


A = f (x) dx. 


利用梯形公式，由于 n = 10, 


= 20，因此 




'( 4 2 


9+11 + 13 + 17 + 21 + 15 + 11 


+ 6 ) 


2. 抛物线公式 

梯形公式的基本思想是在小范围内“以直代曲 
代曲”，即在小范围内用拋物线去近似代替曲线. 

如图 7-22 所示，将区间 [ a ,6] 分为 2 n 
等分，设分点为 ' 


= X 0 < X\ < x 2 


^2n-l < X 2n = 


相应的函数值为 


拋物线公式却是“以曲 


—.r2n-i*r2n. y ° yi y2 

设曲线上相应分点为 

M \ f Mlf'" f^2n-l*^2n' 一 Q a x X 0 X, 3 

我们知道，通过三个点可唯一确定一条拋物 0 

线（其对称轴平行于 y 轴）.设通过点 m 

^0 (^ o * Jo ) * * Jl ) * 你2 ( 太2, 72) 的拋 

物线方程为 

y = Ax 2 + fix + C ， 

系数 /1,5, C 由方程组 

y 0 - Axl + Bx 0 ■¥ C , 
y , = Ax ] + Bx i + C ， 
y 2 = Ax \ + Bx 2 + C 

确定.现在，我们用定积分来计算这条抛物线下的面积. 


图 7-22 




( Ax 2 + Bx + C) dx 

T 


=y ( ^2 - ^o) + y (^2 - xq) ^ C (x 2 - x 0 ) 


x 2 ~ x O 


[y 2 + A (x 2 + xq ) 2 +2B ( ^2 + ^o) + 4C + Jq. 


将尤 i = 


太 O + 太 2 


或代入，并消去4、 fi 、 C ， 得到 


J * 2 ( Ax 2 -¥ Bx + C)d 


x 2 ~ x O 


[y 2 + 4Ati 2 +4B^! +4C + y 0 \ 


=^--—(72 + 4^! + ro). 

类似地，通过三点 M 2 u 2 , y 2 ), M y ( x ^ y 3 ), Af 4 U 4 ，: y 4 ) 的抛物线下的面 


积为 


* (Ax 2 + Bx + C)da: = " 4 6 - 2 (y 4 +4y 3 + y 2 ). 


继续做下去，最后，通过三点 Af 2n _ 2 , A / 2 „-». A / 2 „ 的抛物线下的面积为 


^2 n - X 2n . 


( y 2 n +4 y 2 n-l + 


这样的拋物线一共有 n 条，把它们下面的面积全部加起来，就得到原曲 


边梯形面积(即 | 6 / U ) d ；^ 的一个近似值.注意到 


x 2 - X 0 = X 4 - x 2 = •- = x 2n - X 2n .2 = 2 


于是 


、b 6 a 

fix) dx ^ ^ — [ (ro + 4r, + rz) + (r 2 + 4 r3 + y^) 

… + ( hi-2 +4 y 2n _i + J 2 n )] 

=[( y 0+ ； T 2 n ) +2 ( y 2 +： X 4+ … + 72 H -2 

4( w … ”2 n - i )]. 

上述公式称为拋物线公式或辛普森 （ Simpson ) 公式. 

记抛物线公式的误差为 

/^ 2 n = \ f (x) dx - ~ n [ (Jo + yin) + 2 ( y 2 + y 4 + ••• 


j2n - 2 > +4 ( y , + + … + %• 





定积分的近似计算 


我们有 

定理 7.16 


则 

证明从略. 


若 / 4> U ) 在 [ a ，6] 上连续，且 

l/ 4) ( a:) I ^ x6[a ， 6], 

I R I (b - a ) 5 
lRln 〜 180.(2n) 4 . 


例 2 用拋物线公式近似计算定积分£^/心，要求精确到 0.000 1. 
解根据对精确度的要求知，要使 

I /? 2 J ^0.000 1, 


只要 

其中 


( 6 - 


180-(2n) 


- 4 m = 


180-(2n 





下面估计 Af . 由 / U ) = e 〃 2 知 

l/ 4) (^)l = l(e-* 2 ) (4) | = |l6/-48^ 2 + 12Me- l2 |. 


当 <[0，1] 时， | e _* 2 Ul ， 于是 

\/ A Hx)\^ I 16% 4 -48x 2 + 12| =4|4* 4 - 12* 2 + 3| • 

令： y = 4 太 4 - 12太 2 + 3，贝 IJ 

y = 16 x 3 - 24 x = 8 .t (2 x 2 - 3) 彡 0 (0 彡 ; r 彡 1) ， 

因此 y = 4/-12x 2 + 3 在区间 [0,1] 上单调下降,从而当 x€[0, 丨]时， 
y ( x )\ 彡 max I I y (0) L I y (1) I I = max |3,5| =5, 
所以 7 (4> ( x )| ^4 | r ( x )| ^20 ( O ^^^ l ). 

取 A /=20, 则 


^2 n ! ^ 


180 -( 2/1 r 


.1-20^0.' 



即 矣 0 0001 , 2n ^ ]A v^ = v r ^ 

因此取 2 n = 10 即可，这里 2 n 是分割的份数. 

把分点及相应的函数值计算出来并排列 成表： 








于是由拋物公式，得到 

o e * djC 372nV^ r ° + r,o) + 2 ^2 + J4 + J6 + r«) 

+ 4 ( ri + y 3 + y 5 + j 7 + y 9 )] 

= ^[1.367 88 + 2 x 3.037 90 + 4 x 3.740 27] 

= 0.746 83. 

积分 f %_ <2 dt 的值已经编制成表.査表得到 
Jo 

JV x2 d« = 0.746 823. 

习 题 

1 . 已知试把积分区间 [CM] 分成 10 等分，分别用梯形公 

JO \ + x z 4 

式和抛物线公式计算 7 T 的近似值， 精 确到小数点后三位. 

2 . 把积分区间10等分，用拋物线公式计算下列积分的近似值，梢确到小 
数点后 三位： 

(1) f V\-X 3 dx; (2) f—. 

Jo j I X 




第八章微积分的进一步应用 

到现在为止，我们已经学习了微积分的基本槪念、主要的理论及一些初步 
的应用.本章主要讲述微积分的进一步应用，它们包括函数的泰勒 （ Taylor , 
1685—1731) 公式（它实际上是微分槪念的进一步发展），微积分在几何物理中 
的应用以及微分方程初步.微积分的应用，主要体现在微分方程上.立微分方 
程与解微分方程，应是分析学应用的核心所在.虽然以后有专门的课程讲述， 
但我们在这里仍然介绍一些最基本的概念与例子.历史上，微积分应用最成功 
的例子是牛顿用它从万有引力定律推出开普勒三大定律，以及反过来从开普勒 
三大定律推出行星间受的力为万有引力.因此，在本章第4节我们介绍这个例 
子，从这个例子可见微积分威力的一斑. 

把这些内容集中在一章叙述，完全是为了教学上的安排而做的.泰勒公式 
本可以放在微分中值定理及其应用的第五章，但那样会推迟积分的出现.其他 
几节本也可以放在定积分的第七章，但单独出来后，如果教师觉得简要，也可 
以把它放到第九章以后讲授. 

§ 1泰勒公式 


1. 带佩亚诺 （ Peam >,1858—1932) 余项的泰勒公式 

函数的微商与微分，提供了研究函数的工具，这一点在第四、五两章已经 
看到了.粗略地说，一阶微商 r ( x )， 它的符号反映了函数在％点变化的方向 
(上升还是下降），它的数值反映了函数在 x 点变化的快慢.而二阶微商，它 
的符号反映了函数在该点的“凹凸”，它的数值反映了 “凹凸”的程度.这种 
对函数的局部性研究，在微元法的应用中也可体会到它的意义.当然，要证明 
一些涉及函数在一个区间的性质的定理，还需微分中值定理这样的工具，它适 
合于研究函数的整体性质.本节我们先从局部性质的深人研究开始. 

我们在第四章看到，如果函数 / U ) 在点 a 有微商，则当: r — a 时， 

f ( x ) = f ( a )+ f r ( a ) (x - a ) (x - a ). (1) 

当很小时，根据这个公式，我们就可以把 / U ) ( —般说来，它依赖于 : t 
的情况很复杂）近似地看成: r 的简单的线性函数 

/( x ) s =/( a )+/ , ( a)(x - a ), 

并且这个近似的误差，当很小时，不仅它本身很小，而且与比 
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起来也很小，这导致了我们引人微分的槪念，它在微积分演算与微元法中有许 
多应用. 

—个自然的问题是，我们能否用： C 的二次函数去近似 / U )， 而且使得近 
似的误差是更高阶的无穷小量？也就是说，是否存在&， a ,， a 2 , 使得 
• f ( x) = a 0 + a x (x - a) ^ a 2 (x - a ) 2 + o((x - a) 2 ). 

或者说得更准确些，当/(幻满足什么样的条件时，使满足上述等式的 a Q ， 
* Ct 2 存在？ 

这个问题，实际上是问，在等式 （1) 中， 0( X - fl ) 这误差项，已知它是较 
X - a 高阶的无穷小量，但在合适的条件下，它是否就是 U - a ) 的二阶无穷小 
最？如果答案是肯定的，则问题就化成求这个二阶无穷小最的主部. 

我们看，在什么条件下，它是: c - a 的二阶无穷小量？ 

先用洛必达法则，再根据微商定义，有 

( x ) -/(a) -/ r (a)(x - a) 

义 (x - a) 2 



尸 U >-/'( a ) 
2 (x ~ a) 


= ^7" U )， 


条件是只要 / w ( u ) 存在，这时 

/(x) -/(a) -f'(a)(x - a) 1 ( . 

-:- ~ 2 - = y/ w (a) + o (1) 

(x - a) z 

因此 


/ ⑴ - /(a)-/’(a)(x-a) = ■jf ,, (a)(x - a) 2 + o(“-a) 2 ), 

从而 


/U)=/U) + / ， U)U- a) + +/” （ a )U- a ) 2 + o (u- a) 2 ). 


这说明，只要 / la ) 存在，在^的附近， / U ) 可以用二次多项式 

/ ( a ) + f'(a)(x - a)^\r(a)( x — a) 2 

去近似，其近似误差当时为比 U - ci ) 2 高阶的无穷小量.类似地，如果 
想在 a 的附近，用三次多项式近似 / U )， 要求误差是当 a 对比 U - a ) 3 
髙阶的无穷小 S , 是否可能呢？同样的推导知，只要 /_( a ) 存在，便有 

1 


lim 

x—a 


fix)- f( a)- /'( a) (x -a)- 


(a)(x - a) 


=lim 


=lim 


x 诗 a 


3 (x - a) 2 

r(.Q-r(a)_/^(a) 

3-2(x-a) =_3! • 



f ( x ) - /( a ) - f ' { a)(x - a ) - +/’’( a )(: - a ) 2 



下面例子的图形可给我们关于这种逼近的一个直观图象. 
例1 f ( x ) - e x , 取 a =0， e * 在％ = 0有任意次微商，故 



图 8-1 

我们看出， 在文 = 0附近，三次多项式 l + x + ¥ + f 较二次多项式 

1 + x + f 要密接^多得多，而二次多项式 l + x + f 又较一次多项式1 +欠在 

欠=0附近更密接 〆 . 

用归纳法很容易得到下面的定理. 

定理 8.1( 带佩亚诺余项的泰勒公式）若 /(X) 在 x = a 有 n 阶微商，即 
/ n > U ) 存在，则当时有 

f ( x )= f ( a )+ f '( a ) (x - a ) + ’ ^ - ( x - a ) 2 + … + 
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证明用次洛必达法则，再根据 / B > U ) 的定义，便有 


=+/〜）， 


用极限与无穷小量的关系再移项便证得定理所需要的结果. 

我们称定理中的公式为 / u ) 的带佩亚诺余项 0 ( u - a n 的泰勒公式. 


项式 


/( a ) + f '( a)(x - a ) + ••• + ~~ 


称为 / U ) 在 a 点的 n 阶泰勒多项式. 

当 0 =0时，我们得到当％—0时，有 

/(山/⑻+尸⑼：+^^^ +…+^^〜“”， 

2! n ! 

它称为 / U ) 的带佩亚诺余项的麦克劳林 （ Madmirin , 1699—1746) 公式，等式右 
边的多项式称为 / U ) 的 n 阶麦克劳林多项式. 

下面的定理，给出泰勒公式的一个应用. 

定理 8.2 设 / U ) 在 a 点 n U 多 2) 次可微 ， K 

/ ， U)=r( a )L. =/”-"(a)=0 ， / n, (a)#0, 

则当 n 为奇数时， / U ) 在 a 点不取 极值. 当 n 为偶数时，若 / n > U )>0, 则 
/ U ) 在 a 取极 小值； 若 / n ) U )<0, 则 / U ) 在 a 取极大值. 

证明用定理 8.1, 有 


/( x )-/( a ) = (^-^ + o ( l )). 


由广心）_0,知存在5>0,使得当 U - a |<(5, 有 

I 。⑴ 


即 与^^同号， 

n ; n I 

因此，当 n 为奇数时，/(：0-/((2)在％>(1 *? x < a 两边变号，故 /( x ) 在 a 不 
取极值.而当 n 为偶数时，若广 UahO , 则当 U - a U 时， 

/ U )-/ U )>0, 

这表明 / U )& a 点达到 极小. 若广>(«)<()，则当 U - a |< S 时， 

f (x) - f (a) <0, 

这表明/(：0在 《 达到极大，定理证完. 
n =2 时，这是第五章已知的结果. 

下面的定理表明，具有这样性质的多项式是唯一的. 




定理 8.3( 唯一性）若当时 

f ( x ) = A 0 + (x - a ) + 4 2 (x - a ) 2 + ••• + 

A n (x - a) n + o ((x - a ) n ) 

= B 0 + B l (n — a ) + B 2 (x - a ) 2 + ••- + 

B n (x - a )" + o ((« - a )"), 

则 A , = B i 9 i = 0, 1 ，…， n . 

证明用归纳法.在等式两边令* — a 取极限，得设4= A 
(k = 0, ••- J - 1 ， j 《 /!) ，则 

Aj (x - aV + … + (x - a) n + o ((x - a ) n ) 

=Bj (x - a) j + ••• + B n (x - a) n ^ o ((x - a ) n ). 

因此 〜 +'、 1 U - a ) + … + ( x - a) n ^Uo (( x - a ) n ^) 

= B } + - a ) + ••• + fl n (x - a ) n + o ((x - a ) n ~ j ). 

在等式两边令 x - a 取极限，便得为 =&. 按归纳法原理得 (i =0, 

1,…， n ) ,证完. 

2. 余项为其他形式的泰勒公式 

带佩亚诺余项的泰勒公式只告诉我们，只要在《点有 n 阶微商/一“）存 
在，则/(%)在 a 的附近坷以用 n 次多项式逼近，其误差当«时是较 
U - a ) n 高阶的无穷小 ffl . 它只给出这个误差的一种变化状态，而没有给出这 
个误差的数量性质，或者说，对于给定的 X ,我们并不能给出这个误差大小的 
估计..而实际上，无论在计算函数值或理论应用中，人们都很想知道，这种逼 
近的误差究竟能不能 估计. 这种情形，我们在过去实际上碰到过.例如，公式 
在 n =0 的时候，有 

fix ) =/( a ) + o (1)， 

这等式表明， / U ) 只要在连续，则在 a 的附近用常数 /( U ) 来近似 / U ), 
其误差当: t — cz 时是无穷 小量. 这情形和关于佩亚诺余项的描述完全符合.但 
这里的无穷小 ft 0(1), 对固定的: t / a , 它究竟有多大，从这公式我们是无法 
知道的.但另外一个公式——微分中值公式，却使我们可以在一定条件下估计 
这个误差.若 / U ) 在 [ a ，6] 有连续微商（注意，这里为了叙述方便，我们做了比 
微分中值定理更强一些的假设），则 

fix ) - /( a )= a ), [ a , 6 ]. 

虽然？在什么地方不知道，但据此已可以估计 /( x ) 与 /( ti ) 差的大小了 •例 
如，用它可以证明，若在某区间厂（幻>0,则/(幻在此区间单调上升 等等. 
微分中值定理的大量应用，告诉了我们这个公式的重要性. 
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我们现在提出的问题是：对佩亚诺余项 o((x 
公式？ 

记 / U ) 与其泰勒多项式之差为 /^ U ), 即 
fix) =/ (a) +/ , (a)(x - a) 

^^(x-a) n + R n U), 

n ! 

我们能否给出化（文）一个有用的表达式？ 

用微积分基本定理，有 

/( x )-/( a ) = | /'( t)dt , 

它就是化（幻的一个积分表达式.用积分中值定理，知存在 $€[^,6] 使 

\ r ( i ) di =/，（ e ) u - fl ), 

o 

即 / U )-/( a )=/， U ) U - a ), 

又重新得到微分中值定理（推导比以前简单了，但假设比以前强 ：设厂 U ) 连续， 
且用了微积分基本定理），它也是 (*) 的另一个表达式.下面就用这个思 
想，假设 / U ) 在 [ a ,6] 有；1 + 1阶连续微商，对任意 x €[ fl ，6], 给出心 U ) 
的表达式，这些表达式以后将给出很多有用的结果.首先我们给出积分表达式 

Rnix) = (X - ()"/-» (r)dt. 

再强调一次，心 （ x ) 是函数 / U ) 与其泰勒多项式的误差 

/?„“）=/ ⑴- l /( a ) + /，（ a ) (…） 今…+ 

^ • 

我们来证明它.事实上，只要对 

fix) -/(a) = ^r(t)dt 
用 n 次分部积分即可得出 

厂⑴ df = - J : rO ) dU - f ) 

= -“-，)/’⑴ I +J (x - 
= f , (a)(x - a) + [ (x - t)f r, (t)dt 


- a ) n ), 能否给出类似的 

x - a ) 2 + ••• + 




= f'(a)(x - a) + - (x - a) 2 + f (x - t) 2 f^(t)dt. 

继续做下去便得到所要的表达式，我们把它写成一个定理. 

定理 8.4 若 / U ) 在包含 a 的一个区间有 n + l 阶连续微商，则对此区间 
内的任意 X ,有下面的泰勒公式 成立： • 

/(^;)=/(a)+/’(a)(A ： - a〉+ …+ ^~~ 7 ^(^: - a) n + R n (x ) ， 

n ! 

其中 

R n (x) = (x - t) n / n *n (t)dt 9 

• J a 

其中 $ 在 a 与 x 之间，或 

R n (x) = (x ^^ n *\\-d) n J < ^ l) (a + d(x- a)), 

其中0< 0< 1. 

这里 /?„( 幻称为泰勒公式的余项.第一个表达式称为积分余项，第二个 
表达式称为拉格朗日余项，第三个表达式称为柯西余项. 

余项心 （ x ) 可以写成上面的积分形式，我们实际上已经证明过了.直接 
用通常的积分中值定理 

h(t) dt = /r(a + 0(6-a))(6-a), 

a 

便得柯西余项.用广义的积分中值定理 

[ g(t) h (t) dt = g (f) J /i (/) df 
(其中假设 g ,/* 连续， /* 不变号），则 

这就是拉格朗日余项. 

以后将会经.常看到这些公式的应用. 

3 . 初等函数的泰勒公式 

下面给出几个基本初等函数的泰勒公式.特别取《 =0时称为麦克劳林 
公式. • 

指数函数 / U )= e '这时/^(0) = 1， n =0， l ，2, …，用拉格朗日余项 



(6 = fe ， o < 0 < l ), 有 
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e =l + , + 2T + -. + ^ + (7r7Ty] ^ . 

用这个公式可以计算 e 到任意准确度，例如要求准确到 10- 5 . 注意到取 n =9, 
便有 

尺 9 (1) = (9+ i )!^ ToT < io x10 ' 5 - 


HA 1 -r 1 -r 2 9! • 

每项计算到小数后 6 位（第 7 位 4 舍 5 入），每项误差小于 jxl 0_ 6 , 后7项总 
误差为 f xKT 6 . 余项误差与舍人误差合起来， 


总误差 < (盖+ 告) xlO- 5 <y xlO - 5 . 


用计算器即可算得 


2.718 281 5. 


这里，我们取 x = l 计算 e ， 其实对任意固定的： t , 由于误差 

知只要取 a 足够大，用麦克劳林多项式来计算 e ' 其误差可以达到任意小. 

三角函数 /(^) = sin 这时 /”>(()) 是一个周期性的序列0,丨，0, -1,0, 

1,0, -1, …，因此对 a =0, 用拉格朗日余项，有 


=卜卜— 5 -… “-1”- 


m - i )! 


^ _ i \* COS ax 2 k 
(-l) ( 2 k^\)\ x 

同样也口 J 看出，对固定的: r , 当灸 — oo 时， 


同理有 


cos X = \ - 


也有 


! 尺 2 *⑴丨矣洁 Vryr 0 . 


fi + frlr … + (2K! 4 2+ am 


I 尺 2 *-i (川 ^ l ^ yy -^0 (k 


对数函数 /(^)= ln (1 + ^). 这时 


/,u)= rb’ r(x)= -(rhy 9 




/ n) (x) = (-l) n - , (f l -l)! (1 + x)-\ . 

因此 

/(0)=0， /，(0) = 1, 尸(0)= -1，…， 

严 (0) = ( - 1广 1 U -1) ! 

故 

v 2 3 4 / _ t \n - I 

ln(l + x ) = ^- y + y-J + - + —/ + R n ( x ). 

当0<;*在1时，用拉格朗日余项有(0<0<1) 

\Rn u)| =-i-rUl n4, (l + U-oo), 

n + l n + 1 

而当 - l <: t <0 时，用拉格朗日余项就无法断定它趋向于 0( 当 n —00)， 只能 
用柯西余项 

\ R n U )1 = 』 太 ！ "♦ 丄广 ♦•>( 如 ）1 

\ x \ n ^\ ( 1-0 y 

= ( i - \ jx \)\\ -\ dx \) 

I v |" + , 

^ rflTT ^ 0 (…) • 

幕函数 f ( x )^(\^ x )° . 这时 

/“UhaU-l) … U-n + l)(l + * 广 ", 

因此 /( 0 ) = 1 , 厂 （ 0 ) = a , r ( 0 ) = a(a - 1 )， …， 

/ < n ) (0) = q (a - l) #,# (a - /» + l ). 

故 (1 + x) a =l + ax + £ -^|^ x 2 + - + 

对余项的估汁我们就不在这里叙述了. ' 

习 题 


1.写出下列函数在 x =0 的带佩亚诺余项的泰勒展 开式: 

( 1 ) e 2x ; 

(2) cos x 2 ; 

(3) Ml - 太）； 


⑷ (T7^ ; 
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/^\ x 3 + 2 x + 1 

(5) -:—; 

x - I 

(6) sin 3 x ; 


⑺ 



2. 写出下列函数在 x =0 的泰勒公式至所指的 阶数: 
(1) e ‘ in *，( x 3 ); 


(2) lncos x f ( x 6 ); 


⑶ ☆，广 ；- 

⑷ ’ ( x 4 ). 

V I - x x 2 

3. 求下列函数在 z = l 的泰勒展 开式： 

⑴ In x ; 

(2) a *; 

(3) P (^) = ^ 3 -2 x 2 + 3 a : + 5; 

4. 确定常数 a , 6, 使:时， 

(1) f ( x ) = ( a + b cos ^)sin % - x 为 x 的 5 阶无穷小; 

(2) /&)=^-|^为无的3阶无穷小. 

5. 利用泰勒公式求 极限： 

⑴ ％(士-土)； 

⑶ i™( n + i) ,n ( ,+ i ) 5 

/ 4 、1 - cos (sin x ) 

⑷ 土 21 n(l + , 2 )' ; 

(5) lim (V x 3 + 3 x - V x 2 - 2 x ) . 

6 . 设^/(幻在原点的邻域二次可导，且 

,,(^ + /1£>) =0 . 

⑴求/(0),尸 (0), 尸 (0); 

(2) 求 ㊉ + ㉝ . 
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7. 设 / U ) 在实轴上任意次可导，令 F ( x )=/ U 2 ), 求证： 

f ，- o (0)=0 ,^ lO ) = /^0). 

(2 n )! n ! 

8 . 设 P ( x ) 为一 n 次多项式， 

⑴若 />((1),/>'((1),"、/> ( ”)（幻皆为正数，证明 P U ) 在 U , + 00) 上, 
无根； 

(2) 若 P ( a )， 厂 U ), …， 〆 n > U ) 正负号相间，证明 PU ) 在（- a ) 
上无根. 

9. 求证： 

⑴ e=1 + 1 + A + ... + A + ^iyi (o<0<1) - 

(2) e 是无理数. 

10. 设 / U ) 在 [ a ,6] 上有二阶连续导数，且厂（《)=厂（6)=0,则存在 
( (2 ， 6) ，使 

lr ( c ) l ^ u ^ Y 2l/(6) ' /(a)l - 

11. 设/(文）在 a 点附近二次可导，且 /”（ a )#0, 由微分中值 定理： 

/(a + /i)-/(a)=/ # (a + 0/i)/i, 0<d<\. 

求证 ： lim 0 = . 

*-•0 L 

§2 微积分在几何与物理中的应用 


1. 直角坐标下平面图形的面积 

求由 x = a t x = b ， j =/(%), y = g ( A ：) (其中 g (%) 彡 /( 太 ）） 围成的面积 
(如图 8-2), 显然面积 

A = \ [/ “）- g(x)] dx. 

公式并不要求 dx ) 多0,面积微元 

dA = (/(*)- g(x))dx. 

如果 g ( x )=0, f(x)^0. 则图形为曲边梯形，面积微元为 

dA = fix) Ax. 

如果图形如图 8-3 所示，则由 y = a，y = /?, x = <p(y) 9 x = 0( y ) (其中 
0( y ) 彡史 （}0) 所围成的面积为 
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面积微元 


A = [< p ( y ) - ipiy )] dy , 

a 

dA = [( p ( y ) - #( y )] dy . 



8-2 图 8-3 

例 1 求 y = 2, y = x , 町=1 所围图形的面积（见图 8-4). 



图 8-4 

解 先求出三条曲线的交点为 （ f ,2), (1,1), (2,2), 则面积 

A = | ( 2 - j dx + (2 - x) 6x 

=(2x - In %) 丨丄 + (2a; 一 f) 

=y - In 2. 

也可以用另一个公式计算 

^ = n ”7 ) dy = ( 苦 - iny )〔 = I - in 2 - 
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例2求由参数方程 


p = fl + 

I r = a + 




所围图形的面积（见图 8-5). 

解记上半圆周曲线为 y 2 U ), 下半圆周曲线为 yi ( 


• 2a 

A = (yi( x ) - y\^ x )) 

0 


作变最代替，则 


= J*°a ( 1 + sin 0 da (1 + cos 0 - 

f 2 k 

a (1 + sin t) da (1 + cos t) 

= -a (1 + sin 0 da (1 + cos t) 

C 2 n 

=j 。 a 2 (1 + sin l) sin tdt 
=a 2 | sin 2 1 d( = ~-J* (1 - cos 2t) dr 


2 2ir - T 8in 2f 



图 8-5 

例 3 細圆 f _ = i 所围图形的面积. 


由对称性，只需求第一象限内 


的面积（图 8-6). 


/I = 上 
Jo a 


f)L = 


nab . 


我们也可以用参数方程 
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用类似于例2的方法来求 


i4 = - 


{ X = a cos t , 
r = 6sin t , 


6sin fdacos ， 


0 彡 f 彡 2 k , 


sin 2 


tdt = nab. 


当 a = 6 时，就是圆的面积 Ttfl 2 . 

从例 2 和例 3 看出，假设曲线是一条简单闭曲线 r (即除两个端点相连接 
外，其他地方不自相交），它由参数方程 

{；：：(?；. — ^ 



图 8-6 RI 8-7 

给出.曲线在端点连接是指 

<p(a) - <p(p) . (a) - ip (p). 

如果 ^ 都是逐段有连续微商的，且与垂直于 z 轴的直线相交至多两 
点，那么闭曲线厂所围起来的有界区域的面枳为 

S =- 〆 (t)dt. (1) 

事实 t ， 这时曲线可由 x = :6两条直线分成上下两段（见图8-7)， 

其方程分别可以写成 

y = 72 ( ^ ) * a 彡戈矣 6 

r = Xi (*) * a<x 在 b 

的形式，则面积 

S=| (72( 太 ）- 7)( A：)) d^. (2) 

设/ = a 对应于曲线的 P 点（计算结果将表明，公式与 P 点所处的位置无 
关），曲线与 : c = a 相交的点的对应参数为 f ,， 与 x = 6相交的点的对应参数为 
h ， 则在面积公式 (2) 中用换元积分法，令 x = y ( t ) 得到 




§2 微积分在几何与物理中的应用 



| ( yi ( x ) - y x { x ) ) Ax 


0(0 


- 0(0 (p r (t) dt - ( t) <p' (t) dt 

J*. a 


=-j V»(0 <p r (t) dt - J 1 屮 （ t) cp' (t) dt - (p (t) cp' (t) At 
=-I 0(0 (p' (t) 

这便证明了 （1) 式.记住，这时参数增加的方向为图上箭头所指的方向，这方 
向的特征是，当人沿曲线的方向行走时，曲线所围的有界区域（也就是我们要 
求面积的区域）永远在人的左方.我们就用这个法则规定曲线的正向.再说一 


遍，平面简单曲线的正向是曲线的这样一个方向，当人沿着这个方向前进 
时，曲线所围的有界区域永远在人的左方.这样，我们可以通过 
Ax = /( t)df ,把 （1) 式简化写成 



J V ( ^ ) 〆 （《) ch 




0(0 


=-f 户. 


⑶ 


这公式的右边我们称为在曲线 r 上的积分.其计算方法是用曲线的参数方程 
7 =^(0, = « P (0 代进去，化为定积分，积分的下上限分别等于始点与终点 

所对应的参数值，参数由下限变到上限时正对应于曲线的正向（注意下限并不 


总是小于上限）.例如例2的曲线由参数方程 



0^ t ^27 t 


给出（见图 8-5). 这时 t 由0增加到 2 tt 时，恰巧对应于曲线的正向.故 




ydx 


*2 k 

a (1 + sin () d ( a ( 1 + cos t )) 


*2 x 

= a 2 (1 + sin 0 sin tdt , 

这正是我们在例 2 计算中推导过的，例3的情形完全类似（见图 8-6 ). 这时, 
曲线的参数方程为 



0 彡 t 彡 27T. 


参数 t 由0变到 27 T , 正好也是曲线的正向.因此 



6sin t^acos 



为了对称起见，我们把 X 与 y 的位置互换.假设简单闭曲线 r 可以用两 
条直线 c 与 ： K = d 分成左右两段，其方程分别为 
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x = g(y) , c^y^d 

x = h (y) , c^y^d. 



则曲线所围的有界区域的面积 . 

S = | (g(y) - h(y)) Ay. 

假设曲线仍然用参数方程 

=必⑴， 

给出，参数由 a 变到 p 时正好表示曲线 r 的正向，则用积分换元法则，类似于 
前面的推导得 

S = ^ (pit) dtp (t) = ^ xAy. (4) 

值得注意的是，和前面的公式相比，这里积分号前没有负号.当闭曲线所 
围面积同时可用 （3), (4) 计算时，把两式相加除以2,得 

S = (xdy - ydx). 

这就是平面简单闭曲线所围区域面积的计算公式，其计算方法是用曲线的参数 
方程 x = y =0( t ) 代进去，下上限分别为曲线始点与终点所对应的参 

数.当参数由下限变到上限时，必须与曲线的正向相同，这公式在本教程下册 
中将要用到. 

2. 极坐标下平面图形的面积 

要求在极坐标下，由曲线 r = r (0) 与向径0=«，0 = 0所围成的平面图形 
的面积，通常假设 r = r (0) 连续，非负， p - a ^2 n . 

我们用积分的定义来求.如图 8-9 所示，给 UJ ] 以分法 

a =汐 0 < 01 < …< =戸， 
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看中间的一小块.设 r (0) 在[^^，久]的最大 
值、最小值分别为 M ,., m ,， 则小块图形就夹在 
分别以 M ,, m , •为半径的两块圆扇形面积之间， 
因此 

n 

对 i 求和，由4 = ，知 

i s I 

T 1] m^di ^ ^ w i 2 ^« * 



阓 8- 


不等式左右两边是函数 | r 2 (0) 的黎曼和，令 A = 
有相同的极限，故 


A = 


J % 2 (d) dd. 


从而用微元的观点看 


dA = ~ r 2 ( 0)t\6 1 


0 取极限，它们 


几何意义是很淸楚的. 

例4求心脏线 

r = a ( 1 4 - cos d) , 0^ d ^2n 

所围的面积，其中 a >0( 图 8-10>. 


:\\ a 2 (1 + cos d) 2 dd 
Z Jo 

=a 2 (1 + 2cos d + cos 2 0) dd 
Jo 

=a 2 … 2 f ^ C 2 °- S2g dg 


2^ = I 



3. 旋转体的体积 


设有连续曲线 y = f ( x ) 9 满足 

f(x)^O f [a,6]. 

将此曲线绕: r 轴旋转一周，求所产生的旋转体的体积 V 
给[«,6]以分法 
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对应地便把旋转体分成 n 片小块.记/(幻在 [&•_:, A ] 的最大值、最小值分别 
为 M , , m ,， 则第 i 片旋转体夹在分别以 Af ,， m , 为半径的两个圆柱体之间，因 
此它的体积 AV , •满足 


求和得 


A%i ^ AVi^ nM^Axi ， 


^ •• 

S ^ V ^ TrV M { 2 A ： 


左、右两边都是函数 7 T [/ U )] 2 的黎曼和，令入= 
的极限相等，故 


0 ,则左右两边 


V = irj [f{x)] 2 dx. 


从体积微元的观点看， 

d V = 7T [/( x) ] 2 dx = ny 2 Ax , 

在局部看，旋转体的体积近 似于阓 柱体的体积，这公式是显然的（图 8-11). 


例 S 求星形线 H 
图 8-12). 

解 解出显式函数 


a >0) 绕： t 轴旋转所成之旋转体的体积（见 


r 2 = 



图8-丨1 图 8-12 

则旋转体体积为 

V = 7r| y 2 dx == 7C I ( a3 - ) 3 Ax = ^^Tra 3 . 

如果立体图形不是旋转体，但假设对每个 xGU ,6]， 我们都知道立体与 
而垂直于 x 轴的平面所截出的图形面积为4 ( x )( 见图8-13)，则我们很 
容易看出，立体的体积微元为 
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从而体积为 


dV=A (x)dx, 
V = \ b A (x) dx. 

Q 


例 6 求半径为 a 的圆柱，被一与底面成 a 角而过底面直径的平面所截出 


的楔形体的体积. 




解如图8-丨 4 所示，取底面为坐标平面，斜面与底面的交线为 x 
轴，圆柱与水平面交线为圆周，其方程为 

7 = V a 2 - x 2 , - a^x^a. 

过点 x 且垂直于 x 轴的平面与楔形体交一三角形，其底角为 a , 底边长为 
/^7 2 ,故三角形的面积 

4 ( 无 )= -y( a 2 - x 2 )ian a ; 

因此 

K = J A (*) dx = 士 tan aj (a 2 - x 2 ) dx 



4. 曲线的弧长 


由方程 


(x - <p(t), 

lr = 0 




决定的 U ,； y ) 在坐标平面上构成的点集 r , 称为曲线，如果 p 、 0是连续函 
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数，且点集 r 没有重点，即对任意^#« 2 ，有 

(史“|)，0(，1)) #(9( f 2)，0(，2)). 

但端点可以例外，即可以有 9 U ) = 9( 卢），^ («) = 0 (^).这时厂称为闭 
曲线. 

注意，曲线作为平面的特殊点集，它是有方向的. f 从 a 变到/?,决定曲 
线的一个 方向； £从变到 a , 对应于曲线的另一方向. 

F 作为一条曲线，它的长度怎样求呢？类似于圆周长用圆内接正多边形的 
周长当边数趋向于无穷时的极限来定义，曲线的长度也可定义为内接折线长的 
极限. 

给 [ a ，/?] 任意一个 分法： 

a = t 0 < < t n = /?, 

这时对应于曲线上从4到5有顺序的 n + l 个点（图 8-15) 

A = Af 0 , Afj , Af 2， #, * , Af n = B 
其中 M k = ( cp ( t k ) 9 t /)(, t k )). 

n 

记 p = yi Mk-i * 

k m I 

其中吣 吣表示直线段 Afb , 吣的长度.记 
A = max \ At k \ 9 其 中厶“ =Q ■,, 若当 A 一 

l < AC n 

0 时， /) 的极限存在，即 

lim p = 5 , 

卜 o 

且称曲线 F 是可求长的，而 s 称为 F 的弧长. 

极限的正确含义自 然是： 对任意 e >0, 存 
在5>0,不管分法如何，只要 A < d ， 则相应的折线长度/>满足 



如果 〆 ， 〆 在 [ a ，^] 连续，且 

[〆⑴] 2 + L ( 0 J 2 7^0, V ^ [»*/?] * 

则称曲线 r 是光滑的.下面我们来证明光滑曲线是可求长的. 

记 Af * = ( x 4 , y A )， 其中= 9(4), n = 0 ( ^ )* 则由微分中值定理知，存 
在 使得 

△ 太 * = h - 太 *-1 = 9(4) - 9(4-1) = <p'^k)^t kJ 

= n - n- 1 = 0 ( 4 ) - ^ ( 4 - 1 ) = 0 '( 7 *• • 

这样 

• 1 叭 =V W + 如 2 = y "[^(? 4 )] 2 +[#(^)] 2 M ， 

从而 





微积分在几何与物理中的应用 




八章微积分的进一步应用 


求长的.因为把它写成参数方程 

a ^ x ^ b 9 

根据前面的公式便得曲线的弧长 

s = j /l + [f 1 (x)] 2 dx. 

取定曲线上的一点，例如 ，/I = M 0 , 对于曲线上任意一点 M = 
(9 ⑴， 0 (0 ), 它对应于参数则曲线^的弧长便是 f 的函数， 
记为 s (0 , 它等于 



对 t 求微分，便得 

(is = V [<p r (t) ] 2 -f [if)' (t) ] 2 dt. 

称为弧微分.取平方，注意到 dx = y (0 df , d y = f ( f ) df , 便有 
d5 2 = ([(f 1 (/) ] 2 + [^' (t) ] 2 ) dt 2 = dx 2 + dy 2 , 

它的几何解释如图 8- 16, cb 就是切线的长度，它是 (h 的线性函数，与弧长 
相差一个较心高阶的无穷小由 dt dy , h 构成的三角形称为微分三角 
形.上面的等式是微分三角形的勾股弦定理. 


图 8- 16 W 8 - 17 

在直角坐标系中，有 

ds 2 = ( 1 + y’ 2 ) dx 2 . 

例7求旋轮 线一拱 的弧长（图 8-17). 在圆周上取一定点 M , 当圆沿一 
直线无滑动地向前滚动时， M 的轨迹称为旋轮线. 

取圆上定点 A / 与直线相切时的切点作原点，直线为： r 轴.设圆周滚动了 
弧长 ar ,则=涵= at ,故 Af 的坐标 （ x , y ) 应满足 
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j = a - a cos t = a (1 - cos t ). 

对应于一拱，参数为0<£在2兀，这时 

[ x ' ( t ) = a (1 - cos t ), 
l 〆 （£) = a sin t y 

因此 

[x ( 0 ] 2 + [/ ( t ) ] 2 = a 2 (1 + cos 2 f - 2 cos t + sin 2 t ) 

= 2 a 2 (1 - cos t ), 

故旋轮线一拱的长度为 




2(1- cos t)dt = 2a 


dt = 8a. 


如果曲线由极坐标广=厂（0)( 0 各0在戸)给出，则相应的参数方程是 

[x = r (d) cos 0 , 


x = r 
Y = r 


(6) sin 0, 


a ^ 6 ^ 


这时 


x e = r* (0) cos d - r (0) sin 0 ， 
y ’0 = r' (6) sin d + r (d) cos 6 , 


因此 


x f e 2 + ye 2 = [r^ (fl) ] 2 + [r(0) ] 2 , 

故曲线弧长在极坐标下的公式应为 

5 = V[r(d) ] 2 + [r # (0) ] 2 iiO. 

相应地，弧微分公式为 

is 2 = r 2 d0 2 + r /2 d^ 2 
= r 2 dl? 2 + dr 2 , 

从几何上看，这也是“微分三角形”的勾股弦定理（图 8- 
例8求双扭线 

r 2 = 2a 2 cos 26 ( a > 0) 

从 0 = 0 到5 = I ■的弧长（图 8-19). 

解在方程 r 2 = 2 a 2 cos 20 两端对6/求微商，有 


因此 


2rr = - 4a 2 sin 26 , 
. 2a 2 sin 26 


7[r ⑻] 2 + [〆⑷] 2 = 



4q 4 sin 2 2ff 
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42 a 一 __/2a__ 

COS 2d J 1 - 2sin 2 0 



这个被积函数的原函数不是初等函数，我们把这种积分称为“椭圆积分”. 

我们很容易把上述讨论推广到空间曲线上.设在空间中给定参数方程 

x = <p (t) , 

y = 屮（ I 、， a ^ t ^ 

z = X ⑴， 

其中 P 、 4、 x 是连续的，则全体值域在三维空间中构成的点集 r 称为空间的一 
条曲线（图 8-20). 当然，我们也要求它是不自相交的，只有在端点 a , 例外. 
类似地可以给出 r 可求长的定义并证明，光滑曲线是可求长的，且其弧长 

s = ^ y/[<p f (t) ] 2 + (t) ] 2 + [x f (0 ] 2 d«. 
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类似地有弧微分，还可以得到 

ds 2 = < p , 2 dt 2 + ( p , 2 dt 2 + ^ ,2 dt 2 
= d ^: 2 + dy 2 + dz 2 . 

曲线也可以用向量来表示.空间的向量记为 /•, 它有三个分 Mr = (^ y , 
z ). 如果对于任意£,有向 Mr (0 与之对应，这就是向量值的函数. r ( t ) 给 
定当且仅当它的三个分量: t (/)、 y ( t ), 给定.我们说 r ( t ) 在是连续 
的，如果 

lim r (0 = r ( t 0 ). 

卜 ’0 

这意思显然是指，对任给 e >0 , 存在5>0,只要便有 

I r (0 - r ( r 0 ) I < € , 

其中 r (0- f (化）是向爾的减法， | r | 表示向 tr 的长度.显然的结论是， 
r ( t ) 在 h 连续，当且仅当它的三个分量 x ( t ), r (0, z (0 在 M 连续•当 
r ( r ) 连续时， 

r = r (/) 

自然就给出空间曲线的方程（图 8-21 ). 如果把 t 看作时间，这就是质点的运 
动方程. 
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I V (0 I = / [x (0 ] 2 + [/ (t) ] 2 + [z f (t) j 2 , 

故弧长 

s = y/[x' (t) ] 2 + [y 0) ] 2 + [ 2 ’ (t) ] 2 dt = I tJ (0 I dt. 

这说明，弧长正好等于质点在时间间隔 [ a ，0] 中所走过的路程（长度），这和人 
们的直观完全符合. 

本段对曲线的讨论，都是通过曲线的参数方程给出的.参数的选择可以多 
种多样，但有一种参数的选取却是由曲线本身给出的，这就是弧长.事实上， 
设曲线是光滑曲线，则 

s (t) = J y/[x' (r) ] 2 + [/ (r) ] 2 + [z (r) ] 2 dr, 

这时 

〆 （ t) = 7[，⑴] 2 + [/ (0 ] 2 + U (t)T 2 > 0. 

这说明 s ( t ) 是严格增函数，因此有反函数 f = t ( s ) 存在，把它代回原来曲线 
的参数方程 

X = (p (t) = <p (t (s )) ， 
y = ^ (t) = ip (t (s) ) , 0 矣 s 矣 /， 

z = X ⑴ =X (t “> ), 

其中 / 是总弧长.这样，曲线就通过弧长作参数给出来，我们把曲线用弧长作 
参数给出的参数方程，称为曲线的本性方程.上面的过程给出了由其他参数方 
程求本性方程的过程，其逆步骤也就给出了由本性方程求其他参数方程的 
做法. 

5. 曲线的曲率 

我们只讲平面曲线的情形. 

曲线的曲率描述的是曲线弯曲的程度.许多实际问题需要考虑曲线的弯曲 
程度，例如在工程技术中，往往遇到梁或轴因受外力作用而弯曲变形，为了保 
证使用安全，在设计时，必须对弯曲程度有所了解，以便将它限制在一定的范 
围之内.又如铁道设计，在拐弯的时候就不能让其弯曲程度太大，否则，火车 
在运行时就会出问题，等等. 

究竟如何来刻画曲线的弯曲程度呢？考察两条长度相同的曲线沿 和/^ 
(图 8-22 ). 当动点从点4沿沿运动到点时，切线 r 4 也随着转动到切线 
记为这两条切线之间的 夹角. 从图形看出，它们正巧等于切线 Q 和 x 轴 

的交角与切线 q 和: r 轴的交角之差.同样，另一条曲线^ > 的两个端点的切 
线 r /、 r / 的夹角为显然，切线间夹角愈大，曲线弯曲的程度愈大•这 
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图 8-22 

不过，切线的夹角大小还不能完全刻画曲线段的弯曲程度，还得看这两条 
切线间弧的长度有多大.对同一夹角，弧长愈短的，弯曲程度就愈大，如图 
8-23 所表示的，切线夹角相同，但^的弧长要比沿的弧长短，因此 
^的弯曲程度要_的大. 

由此可见，曲线段的弯曲程度与两个端点处切线的夹角成正比，与曲线段 
的长度成反比.故如果曲线段;^的长度为端点4、5处切线的夹角为 
A(p 9 那么称 

As 

为曲线段而的平均曲率.它刻画了曲线段;®的平均弯曲程度. 

对于半径为 K 的圆来说（图 8-24), 圆周上任意一段弧沿的切线间交角 
即切线方向变化的角度厶9 等于 0 A 与 0 B 之间的夹角即圆心角而沿的长 
度 △$: 仏， 因此弧 ® 的平均曲率为 

K - 翌_ 4^ -丄 

^5 - A - /T 

这说明圆周上每段弧的平均曲率都一样，它们都等于这与同一半径的圆， 

圆上的每点的弯曲程度都一样的直观是符合的.而对不同的圆，半径愈小，弯 
曲程度就愈大. 

对于直线来说，因为它在每点的切线都一样，所以恒有 △< p =0, 因此 

K ， ^ = 0 . 

As 

这表示直线上任意一段的平均曲率都是0,也就是说“直线不曲”，弯曲程度 
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为 0. 




图 8-23 


图 8- 


对于非圆非直线的曲线来说，每个地方的弯曲程度可能是不一样的，平均 
曲率只描写了曲线在这一段的“平均弯曲程度".类似于引人瞬时速度概念的 
情形，愈接近于4,即 A 愈小，沿弧的平均曲率就能愈精确刻画曲线在4 
处的弯曲程度，因此自然就定义当时平均曲率的极限的绝对值为曲线 
在4点的曲率 


= 


= lim 竽 


用微商就是 


K = 


=^ = lim ^ 
ds a-o As 


曲率刻画了曲线在一点的弯曲程度.这里取绝对值是为了使曲率不变成负 


数.另外，我们也称曲率的倒数+为曲线在该点的曲率半径. 
下面我们推导计算曲率的公式.设曲线由参数方程 

\x = X (t) , 


\x = X (t) , 
ly = r (O , 


\y ^ y yi) y 

给出，它们有二阶微商，注意对每个曲线在对应点的切线斜率为 


艺，即切线与，轴交角，的 正切: 


tan ^ ^ = 

dx 


，⑴ 



或 




两边对 £ 求微商 
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而由弧微分知 



因此 



如果曲线由直角坐标 y =/(%) 表出，那么这时/=1,故 

(1 + Z 2 ) 1 

例9求半径为的圆周的曲率. 

解 



f x = Rcos 




1 j = Rsin 

t ， 


这时 

/ = - Rsin t , y '= 

Rcos t , 


x = - Rcos t , y 1 = 

:— 

Rs\n t . 

因此 

+ y ' 1 = R \ yV 

— 

yx = R \ 

故 

K R 2 
K 1: 

1 

R 



即圆周的曲率处处相等，不同半径的圆周，曲率与半径成反比 • 
例10求悬链线 



的曲率，其中 a >0. 



而易知 



故 
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6. 旋转体的侧面积 

到现在为止，我们只会求一些可展成平面的曲面的面积，如圆柱面，圆锥 
面，圆台面等等.求一般曲面的面积是个很复杂的问题，我们留待以后再讲. 
现在讲一类特殊曲面的面积求法，它们就是旋转曲面. 

设沿是光滑的平面曲线，绕 z 轴旋转得一旋转曲面，我们要求它的侧面 
积（即除上卜底以外的曲枳）. 



图 8-25 

设沿光滑，参数 t €[ a , 戸],给 [ a ,/ J ] —个分法 ： a = t 。 < q <…< 

对应地得到曲线沿上的点 

A = Af 0 , Af| f t 

用直线联结 M k . x M k , 它绕 x 轴旋转，得圆台面侧面积若当 A = 
max I 1—0 时，极限 

n 

= S , 

卜 0 

则称 S 为旋转体的侧面积（图 8-25). 

下面我们来推导旋转体侧面积的公式.设曲线 ® 的本性方程为 

{…(广/ 0…，， 

[y = y ( s ) , 

其中 s 是命的弧长参数，/是沿的弧长， y ( s )^0. 给 [0,/] 以 分法： 

0 = 5 0 < Si < — < 5 n = Z , 

这时对应地得到曲线上的分点 

A = M 09 M l9 a ' a 9 M n = B . 

hM k 绕 x 轴旋转所得圆台面侧面积为 





它们的和为 
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F = 2 ^^* = ( r*-i + n ) ^*-1 

n 

记 ^ - ( n-i + n ) ^ 5 * 

“i 

=^2r (h-l) ^54 + 7T y] y ( 5* ) , 

1 k= I 

其中 M 的弧长.由积分定义知，当 A = max 时 


•/ 

lim (T = 27 t y ( s) ds . 

A -*0 0 


令 M = max : y ( s ) I , 则 


w 

If-cjI = 芄 | 2 (n-i + n) di 馬 - 如） 

As I 
n 

(I r *- i ! + I r * I ) (^ s * - M k . x M k ) 


^27 rlf (/ - — 0 (A 一 0) 


因此旋转体侧面积 


S = lim F = lim ( F - 


* / 

= lim a = 2 tty ( s) ds. 

a-o Jo 


若曲线由 


ix = (p(t), 

lr = 0 (0 , 


( 1 矣 P 


给出，这时弧长 


<p' (t) ] 2 + [ip 1 (t) ] 2 dr 


代入上式，得 


cb = \/ [ (p ' ⑴] 2 + [ 0' ( 0 ] 2 dt ， 


s = J 27 T 0 ( t ) V[<p f ( t ) ] 2 + ( i ) : 2 df . 


若曲线由直角坐标 


y - f (x) t a ^ x ^ 


给出，则 


ds = 


[尸⑴ VAx , 


因此旋转体侧面积为 
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S = 27 r | / (%) V 1 + (/' ( x ) ) 2 dx . 

例 11 求心脏线 r=a (1 +cos 0) U > O ) 绕 x 轴旋转所成旋转体的侧面积 
(图 8-26). 

解 r=a (丨 +C os 0) 是极坐标方程，可以认为它的参数方程是 

( x = r ( 6 ) cos ^ = a ( 1 + cos 0 ) cos 0 , 
y = r ( 0 ) sin 0 = a (1 + cos d ) s\n 6 . 



图 8-26 

旋转体可以认为是由心脏线的上半支绕极轴旋转而成的，因此对应于 
按照极坐标的弧微分公式，有 

V r 2 + r ’ 2 = >/ a 2 (1 + cos 0) 2 + a 2 sin 2 d 



=a (1 + cos 0) sin 0 = 4 a cos " 


故侧面积 

S = (0) ⑷] 2 + [ 〆 ⑷ ] 2 dd 

f ^ Q Q 0 

— 2 k 4 a cos 3 - z-siii • 2 a cos " r ~ d 汐 
Jo 2 1 2 

=167ra 2 | cos 4 ■|~sin 音 d0 = ^7ra 2 . 

7. 平 面曲线 弧与平 面图形 的质心 

假设平面上有 n 个 质点： 
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(^ i * ri ) (太2，，，2) ，…， 4 (\，： y n ) ， 

它们的质量分别为 m ,， m 2 ，…， m „， 那么第 f 个质点对 x 轴、 y 轴的静力矩 
(又叫一阶矩）分别为 

m^i , m.Xi (i = 1, n ). 

因此质点组对; r 轴、 y 轴的静力矩分别为 

n 两 

S m Ji ， 2 m i x i - 

f > I is I 

设该质点组的质心（即质量中心） 在点 A ( x t y ) 处，并且记质点组的质 ft 为 
M = im ,, 则由静力矩定律知 

I •麵 

n it 

M v = ^ m.A：, = Mx , A/ t = Z m^i = My , 

j * 1 i ■ 1 

从而质点组的质心坐标为 

M FI 

x = 百 = ~M ~ 9 r = F = ~W - * 

现在考虑一条质量均匀分布的平面物质曲线弧;其线密度为常数 
我们用微元法来确定沿的质心 C U 9 y ). 

记曲线弧而的长度为 /. 取/!点作为计算弧长的起点，并取弧长 s 为自变 
设， 显然有0矣 s ^ l . 

分割弧长区间 [0,/], 任取一份 + 

我们可以近似把它看作一个质点，其坐标为 
( x ，; k ) (图 8-27), 易知这一小段曲线弧的质量为 
P ds ， 于是其对: t 轴、： r 轴的静力矩微元分别为 
dM x = ypds , dM } = jc ^ ods . 

从 0 到 / 求定积分，得到曲线弧 ® 对: r 轴和 y 
轴的静力矩 

f / f 1 

M x = yoAs = p yds , 
o J o 





图 8-27 


此外，不难用微元法求得曲线弧的质量 



于是得到曲线弧沿的质心坐标 
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xds 

! o 

X = M 

MM • 

' Pi ' 

l 9 

. Mr 

p J o Vcb • 

* / 

yds 

0 

y ~ M 

■ pi - 

l ' 


上两式的两端同乘 2 tc /， 得到 

2 tzxI — 27 rJ xds = F\ , 

2nyl = 27tJ yds = F 29 

其中心， F 2 分别为曲线弧沿绕7轴和: r 轴旋转所得旋转体的侧面积，由此 
得到 

古鲁金 （ Guldhi ，1577 — 1643) 第一定理质量均匀分布的平面曲线绕同一平 

面上某一条不与其相交的轴旋转，由此所产生的旋转体的侧面积 F , 等于曲线 
弧的质心绕同一轴旋转所生成的圆周之长乘以该曲线弧的弧长 /. 

这个定理告诉 我们： 已知弧长/与侧面积可以求质心 Ud ); 已知弧 
长/与质心 UJ ), 又可以求侧面积 * 

例12求半径为/?的半圆周的质心. 

解取坐标系如图 8-28 所示.由于半圆周对称于 y 轴，且质 M 均勻分 
布，因此质心 UJ ) 必在 y 轴上，即: i =0, 只裾求显然，半圆周的长度为 
1 =穴尺， 半圆周绕; t 轴旋转所产生的旋转体的侧面积为 F = 4 k /? 2 . 由古鲁金第 
一 定理知4兀/? 2 = 2兀_/?, 因此 


从而得到质心(0,吾 /?)• 
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例13求由圆周： t 2 + ( y - a ) 2 = R 2 U > K >0) 绕 x 轴旋转所成圆环体的 
侧面积（图 8-29). 

解 圆周长/ = 2 tt /? ，圃周的质心坐标为 i = 0 ， j = a . 由古鲁金第一定理 
得到圆环体的侧面积 

F = I2ny = 2tzR2tzq = 4t^ Ra . 

这种解法比直接利用侧面积公式来计算要简单得多. 

类似地我们可求平面图形（图 8-30) 

n ^ r ^ .X2 (^) * a ^ x ^ b 
的质心.设图形的密度是均匀的，不妨设 ^0=1. 
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2irj S = ttJ (y 2 2 - J\) 


等式右边刚巧等于平面图形绕; r 轴旋转所得旋转体的体积，故有下面的 

古鲁金第二定理质童均匀分布的平面图形绕此平面上一条与之不相交的 
直线旋转，所得旋转体之体积，等于质心旋转时走过的圆周长乘以平面图形的 
面积. 

例14求半径为的半圆域的质心坐标（参见图 8-28). 

解取圆心为坐标原点，半圆直径为 z 轴，则质心必在 y 轴上，故只需 
求质心的纵坐标.根据古鲁金第二定理，有 

2ny • 吾尺 2 = 夺 7r/? 3 , 


于是 




8. 转 动惯: 


从物理学知，质馕为 m 的质点绕固定轴旋转时，其转动惯量（即二阶矩） 
为 Jsmr 2 , 其中 r 表示质点到固定轴的距离. 

设有 n 个质撒分别为 m lf m 2 ，…，爪„的质点，它们到某固定轴的距离分 
别为 r 2 ，…，〜， 则此质点组对固定轴的转动惯撤为 

J = m,r , 2 + m 2 r 2 2 + ••- + m n r n 2 = m^r. 2 • 

如果是一个质 tt 连续分布的物体绕固定轴转动，^么，怎样求转动惯傲 
呢？ 一般说来，需要用到重积分，或曲线积分、曲面积分.但是，当物体 
的质量均匀分布，且物体的形状具有某种对称性时，有时也可用定积分来 
解决. 

例15 设有一均匀细杆， 长为21， 质量为 M ， 固定轴 u 通过细杆的中心 

且与细杆垂直（图 8-31). 求细杆对轴 u 的转动惯 世人. 

解取坐标系如图 8-31 所示.分割区间 [-/,/], 任取一小段 + 
d ^]. 这一小段细杆可近似看成一个质点，它到轴 u 的距离为 UI ， 质量为 

^ dx . 于是得到转动惯量微元 

dj u = = 2i %1 ^ x, 



从而转动惯量为 





图 8-31 


图 8-32 


例16设有一质量为对、半径为/?的均匀圆盘，求圆盘对于它的一条直 
径的转动惯 ft 人 

解取坐标系如图 8-32 所示， 太轴 与某条直径重合.分割区间[-/?， 
/?]，圆盘相应地被分成若干平行于 y 轴的小窄条.任取一份 + 相 

应于它的小窄条可近似看成一个细扦，其长度为 2 y = 2/^ T 2 , 质 M 为. 
dm = 面密度 x 面积= (2ydx) = 7尺 2 - x 2 dx . 

TT A 7T A 

由上例知，此细杆对: r 轴的转动惯 M 为 

di = y ( dm ) y 2 = (尺 2 - x 2 )^ dx . 

从而得到所求转动惯 St 为 


= \\j^ (R2 ~ x2)l2dx 
= ^\ 0 R (R2 - x2)Ux x = si 


= ^\o R4cos * tdt = t mr2 - 

例 17 设有一质量为 A /、 半径为 R 的均匀物质 圆周， 求它对通过其中心 
且垂直于圆周所在平面的固定轴 u 的转动惯量（图 8-33). 

解分割圆周为若干小弧段，任取一段 [ 5 ，s + ds ]， 它可近似看成一个质 
点，其上集中了小弧段心的质量 dm , 易知 

dm =线密度 x 长度= ^^ ds 9 

这个质点到轴 u 的距离为 R ， 因此它对轴 u 的转动 惯鼂为 
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dj = (dm) R 2 


MR 


ds . 


于是得到圆周对轴 u 的转动惯 M 




MR 


2ttR = 


MR 2 . 




图 8-34 

例 18 设有一质 M 为从、半径为/?的均匀圆盘，求它对通过圆心且与盘 
面垂直的轴 U 的转动惯 tt . 

解取坐标系如图 8-34 所示.分割 x 轴上的区间[0，/?]，圆盘相应地被 
分成若干个窄圆环.任取一个小区间 [ x，x + dx ]， 相应于它的，是一个内半径 
为 X ， 外半径为的窄圆环，其质 M 为 

dm =面密度 X 面积= ^ j [7 T (戈+ (1文） 2 - 7 T 文 2 ] 

= -^[htxdx + 7T (d^) 2 ]. 

由于 dx 很小，因此可忽略 （ dx ) 2 , 于是有质量微元 

dm = x dx . 

这个窄圆环可近似看成半径为： r 的圆周，于是由上例知，它对 u 轴的转动惯 
量为 . 

2 M 


AJ = ( dm ) 

从而得到圆盘对 u 轴的转动惯最 


R 2 


dx ， 




MR 2 . 


， F - 2 

例 19 设有一质量为 Af 、 半径为《的均匀球体，求它对其直径的转动 


惯量. 


解取坐标系如图 8-35 所示， z 轴通过球的直径.分割； r 轴上的区间 
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[-尺，尺]，球体相应地被分成若干个形状为球台的薄片.任取一个小区间 

U，x + d : r ]， 相应于它的薄球台可近似看成一个半径为 y = v 7 /? 2 -% 2 的薄圆 
盘，其厚度为 di 易知此圆盘的体积为 7 r y 2 dx = 7 r (/? 2 -: r 2 ) d : t , 从而其质景为 
dm = 体密度 x 体积 



图 8-35 

囚为 dx 很小，所以该薄圆盘可按上例计算转动惯 M , 得到 

cU = 士 (dm) y 2 = (ft 2 - x 2 ) 2 dx t 
从而球体对直径的转 动惯* 为 

j = \\lf i(R2 - x2)2dx = l MR2 - 

习 题 

1. 求下列各曲线所围成的图形 面积： 

(1) y 2 =4(* + l), y 2 = 4(l-x )； 

(2) r = I In ^ I , y =0 (0.1 彡 x 彡 10); 

(3) y - x y y = x + sin 2 x (0^ x^n); 

(4) y 2 = 2x 9 x=5; 

(5) y = x 2 , y=x + 5; 

2 2 2 

(6) . 
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2. 求下列用极坐标表示的曲线所围图形的 面积： 

( 1 ) 双扭线 r 2 = a 2 cos 2< p ; • - 

(2) 三叶玫瑰线 r = a sin 3< p ; 

(3) 蛛线 r = a cos 0 + b (6 彡 a ). 

3. 求下列用参数方程表示的曲线所围图形的 面积： 

( 1 ) x = 2 t - t 2 , y = 2 t 2 - ; 

(2) 摆线 x - a (t - sin t ) 9 y = a ( \ - cos f )(0 矣 f 彡2托）及 ％ 轴； 

(3) 圆的渐开线 x = a (cos / + fsin / ) * y = a ( sin / - t cos t ), (0^ t ^2 n ) 
及半直线％ = a ( y 在 0) ，其中 a >0. 

4. 直线 y = i 把椭圆 x 2 + 3 y 2 = 6 y 的面积分成两部分 4 (小的一块）和 

(大的一块），求 f 之值 • 

5 .求 t = 3 cos 0和 r =丨+ cos 0所围的公共部分的面积. 

6. 求下列旋转体的 体积： 

(1) 搁圆 ' + G = 1绕: r 轴； 

a 0 

(2) y = sin x , y = 0 (0^ x ^ k ) 

( i ) 绕 : r 轴， ( ii ) 绕 ; r 轴； 

(3) 旋轮线 x = a (f - sin () , y ~ a (1 - cos f )(0 彡 t 彡 2 tt) ， y = 0 
(0 绕 X 轴， ( ii ) 绕 y 轴， ( iii ) 绕直线 y = 2 a; 

(4) 双曲线 <-$ = 1 与直线 *= ±/ i 所围的图形绕 x 轴旋 转. 

b a 

7. 求由下列各曲面所围成的几何体的 体积： 

(1) 求截锥体的体积，其上、下底皆为椭圆，椭圆的轴长分别等于 B 
和 a ，6，而高为 / i ; 

(2) 正 圆台： 其上、下底分别是半径为 a 、 6的圆，而其间的距离为 / i . 

8. 已知球半径为 K ， 试求高为 / i 的球冠体积 U 矣尺）. 

9. 求下列曲线的 弧长： 

(1) y = x 2 9 0彡 ； t 矣 1; 

(2) y = e x 9 1 ^ x ^2; 

(3) -fx +/y - \ ; 

(4) 星形线 = a cos 3 /, y = a sin 3 t (0^( ^2 k ); 

(5) 圆的渐开线 ； r = a (cos t + fsin t ) , y = a (sin t - t cos l ), a > 0, 

0^ t .^2 n ; . 
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(7) 心脏线 r = a ( 1 + cos 0) , 0^6 a > 0. 

10 . 求下列各曲线在指定点的曲率和曲率 半径： 

( 1 ) xy = 4 在点（ 2 , 2 ); 

( 2 ) y-ln x 在点 （ 1 , 0 ). 

11 . 求下列曲线的曲率与曲率 半径： 

( 1 ) 抛物线 y 2 = 2px (p>0 )； 

( 2 ) 双曲线 4 -^ = 1 ; 

a " 

(3) 星形线 

12 . 求下列参数方程给出的曲线的曲率和曲率 半径： 

( 1 ) 旋轮线 x = a ( « - sin t ) t y - a ( 1 - cos t ) ( a > 0 ); 

( 2 ) 拥圆 ； r = a cos t , y = bsin t ( a , fc > 0 ); 

(3) 圆的渐开线 x = a (cos / + isin t ) 9 7 = a (sin f - tcos t ). 

13. 求下列以极坐标表示的曲线的曲率 半径： 

( 1 ) 心脏线 r = a ( l + cos0 ) ( a > 0 ) ; 

( 2 ) 双扭线 r 2 = 2a 2 cos20 (a > 0 ); 

(3) 对数螺线 r = ae A<, (A >0). 

14 . 设曲线是用极坐标方程 r = r ( 0 ) 给出，且二阶可导，证明它在点 0 处 
曲率为 



15. 证明拋物线 y = ax 2 + + c 在顶点处的曲率半径为 M 小. 

16. 求曲线 y = 2 U - l ) 2 的最小曲率 半径. 

17. 求曲线 y 上曲率最大的点. 

18. 求下列平面曲线绕轴旋转所得旋转曲面的面积： 

(1) y = sinx ，0 彡：彡 兀绕：*:轴； 

(2) x - a ( t - sin t ), yr = a (1 - cos t ) , a >0, 0^ t ^2 ir 绕直线 y = 2 a ; 

(3) ' + & = l ( a > t ) 绕 x 轴；、 
a b z 

(4) x - a cos 3 4 5 1 , y = asin 3 f 绕 x 轴； 

(5) r 2 =2 a 2 cos 20 绕极轴. 

19. 求下列曲线段的 质心： 

(1) 半径为 r , 弧长为 jira U 矣 tt ) 的均匀 圆弧； 

(2) 对数螺线 r = ae ke ( a >0 9 A > 0) 上由点(0, a ) 到点 （ 0， r ) 的均勻 弧段; 
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(3) 以4(0,0 )， B (0,1), C (2, l ), Z ) (2,0)为顶点的矩形周界，曲线上 
任一点的密度等于该点到原点距离的2 倍； 

(4) x = a ( t - sin t ) , y = a (1 - cos f ) , 0^ a >0, 密度为常数. 

20 . 已知一抛物线段 y = / 曲线段上任一点处的密度与该 

点到 y 轴的距离成正比 ， .r = l 处密度为5,求此曲线段的质 M . 

21. 轴长 10 m , 密度分布为户 U ) = (6 + 0.3 x ) kg / m , 其中 x 为距 轴的一 
个端点的距离，求轴的质最. 

22 . 求半球 P 的质心. 

23. 求锥体^/^ T 7 2 矣 z 矣/ l 的质心和绕 2 轴的转动惯量. 

24. 求抛物体 xUy 2 ^ z ^ h 的质心和绕 z 轴的转动惯 ft . 


§3微分方程初步 


微分方程的思想来源于代数方程.代数方程解决问题的步骤大致如 下：先 
把要解决的实际问题变成求一个数或若干个数，然后根据问题的要求说明这个 
数或这些数应满足什么样的方程（立方程）.代数的理论告诉我们应怎么解.例 
如二次方程 

ax 2 + 6 太 + c =0 ， 


通过配方，得 



6 2 - 4 qc 
4a 


在 6 2 -4 a o 0 的情形下，解得 


-t ± v 6 2 - 4ac 
太 = la , 

这就是解方程.把方程的根写出来后，再根据实际问题的要求决定哪个根是我 
们要求的.例如我们在求极限时用过的例题，设 

1 = V2 , ^n*l ~ V^2 + -X n * Tl — 1 »2, * * * 9 

这时应用 U „ l 单调上升有上界的性质，证明 U n l 的极限存在 ，设为 a ， 结果知 
a 应满足方程 

a = v2 + a , 

或 a 2 - a - 2 = 0 . 


用二次方程求根公式得 BP a=2^c-l. 因 a 为正数，知 - 1 小是所 
要求的， 故 a =2 , 这就计算出 lirn&=2. 




值得指出的是，代数研究的是代数方程的一般理论.例如 n 次方程有^ 
个(复）根，实系数方程的复根总是成对出现等等，并且通过代数的恒等式变 
换，给出求根的方法. 

数学分析用微积分解决问题和上面所说的有类似的地方.先把要解决的实 
际问题化为求一个函数或若干个函数，然后根据问题的要求说明这些函数及其 
微商应满足什么样的关系式（微分方程），再根据数学分析的理论，求微分方程 
的解.解可能有多个，最后根据实际问题的要求决定哪一个解是我们所需要 
的.从思想上看，代数方程与微分方程有很相似的地方，不同的是，微分方程 
的未知量不是一个数而是一个函数，因此微分方程的理论与解微分方程的方法 
和代数学也就完全不同. 

本节只能通过一些例子介绍微分方程的最初步的思想和方法，目的是让读 
者体会到立微分方程和解微分方程是怎么一回事.而这一点对理解数学分析是 
极其重要的，因为立微分方程与解微分方程是数学分析应用的核心所在. 

我们先从什么叫微分方程讲起. 

一个包含自变 ffi 及未知函数及其若干阶导数的方程 

=0 

称为（常）微分方程，其屮包含的未知函数的导数的最高阶数称为方程的阶. 
例如 


xy n + 〆 + xy = 0, 



等分别都是微分方程，第一个是二阶的，后两个都是一阶的. 

所谓解微分方程就是要求岀函数 y = P (太），使 p (太）及其有关导数代人 
方程后变成 太的恒等式： 

( 太）， 9, （太）， … ， 9 <n> “ ）） *0 ， 

例 1 自变设是 f , 未知函数为 x = 微商用点表示，则 

x - a 

是一个二阶微分方程，是等加速直线运动所满足的方程.两边取积分，得 


x = — at 2 + C \ t + C 2 . 

这就是方程的解，因为它求二次微商后的确满足 

因此可见，二阶方程的一般解出现两个任意常数，或者说，二阶方程的解 
组成由两个任意常数描写的函数族. 
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例 2 / = cos .X • 

这是一个一阶方程，右边只有包含自变量的函数，左边只是未知函数的导 
数，求原函数或不定积分便得方程的解 

y = sin x + C . 

可见，从微分方程的角度看，求不定积分就是求解形如/ =/ U ) 的微分方程. 
这种一阶方程的解，包含了一个任意常数. 

一般说来，一个 n 阶方程，如果它的解包含了 M 个任意常数，则称这种 
解为方程的通解.根据某种特定条件决定出来的解，称为方程的特解. 

在例1中 ，： t = ^ •故 2 + C , t + C 2 是方程 i = (2 的 通解. 但如果我们要求解 

满足 

x — a ^ 
i(0) = t; 0 , 
x (0) = 5 0 , 

则解为 a ： = - ya/ 2 + i ; 0 « + 5 0 »它是方程 i = a 的一个特解 • 

例3求解/ - y 2 x =0. 

这是一个一阶方程，我们用恒等变换的方法解它.这方程等价于 

y = A ， 

dy 2 
”， 

r . 

根据不定积分的换元法则，要一个函数 y = 满足这个式子，当且仅 


当 y 满足 

{ ji 6 y = \ xAx ' 

从而 

十 《“， 

即解得 


这是方程的通解， 

因为把它代回原来的方程， 



的确有 



即 

或 
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这例子告诉我们如何利用已知数学分析的理论（不定积分的换元法则）来解微分 
方程.这个例子的方法可推广于一般的可分离变董的一阶方程 


这时 
即 

当且仅当 

如果这两个不定积分都能用初等函数表出，那么它给出解的隐函数表示. 

例 4 考虑大气中气压变化的问题.气压 p 随高度 / z 而变化，求气压随高 
度 A 变化的规律;> = /> (/ i ). 

取横截面为单位正方形无限方柱，在一水平横截面4上所受的力，是4 
以上空气柱的重量，这个随高度变化而变化. 


y =f(x)g(y). 
^ x =f(x)g(y), 

7T7) dy=/U)dx, 

= l /(x)dx 



设高度从 /* 变到 +dA (图 8-36)， 这时气压从 p U ) 变到 P u + d /0, 
它的改变量就是由平面 4 到平面 Y 之间的空气重量，应该近似等于在/!的空 
气密度 p 乘以气柱高度 d / i ， 故 

dp = - pdh . 

由波意耳定律知空气密度与气压间的关系是9 = Ap , 其中 A 是常数，因此代入后得 

dp = - Xpdh 


或者写成微商的形式 


砮 = -知， 
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这就是气压 p 随/^变化的函数 p = p (/*) 所应满足的微分方程.分离变量得 


^=-Xdh, 

P 



即 In p = - A/i + G ， 


或 p = Ce " , 

其中 c = 是任意 常数. 这就是气压方程的解，它通过指数函数表示 出来. 

一个连续量，其变化率与其本身的大小成正比 〆 = Ay , 则这个连续量用 
指数函数 Cek 表示.如果比例常数取1,即 A = 1 ,那么函数就用 Cf 表 
示，出现了自然对数.连续 tt 的变化率与其本身大小成正比的现象，在自然界 
中比比皆是，如镭的蜕变，细菌的繁殖，复利问题 等等. 取比例常数为 1 ,有 
如在这些现象中的一个“单位"，这时便自然出现 e ' 这正是把以 e (它是无理 
数、超越数）为基底的对数函数称之为“自然对数”的 原因. 

立微分方程通常有两种方法， 一 种如例4所示，用的是微元法，这里需要 
用一些物理的槪念或定律.另一种是，许多物理定律本身就是用微分方程表示 
出来的.这时，把物理定律写出來也就等于把方程定出 来了. 例如，牛顿第二 


定律本身就是微分方程，在质点作直线运动时, 


便是微分方程.如果/只依赖于£,则这是用不定积分（两次）便能解决的问题. 
如果/还依赖 x 或: r 的微商，这问题便很复杂了，需要另作专门的 讨论. 我们 
现在看一个质点在三维空间 U , y , Z ) 作运动，在本章第二节中，我们知道它的 
运动规律可以通过向 M 表示出来，即 


并且它的微商^就是质点运动的速度 V 0 )，二阶微商就是加速度这时 
牛顿第二定律便表示为 

d 2 r - 

其中 r(0 = (%( 0 ， r ( 0 , z ( f )), / =(/:，/,,/:)， 

把它们投影到三个坐标轴，则方程等价于 

r d 2 x 
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注意，右边的 A ，/ v , 乂可能 依赖于还同时依赖于: c , y , /等 

等.所以这是一个微分方程组，求它的解通常都不是很容易的.它的一种特殊 
情形，我们将在下一节讨论. 

例 S 单摆.设一质 t 为 m 的质点系于一长为/的线上而在重力的作用下 
摆动，则在任何时刻这个摆都位于同一平面上.取圆弧的最低点为坐标原点 
0 ,而以 s 表示动点 A / 到 0 的弧长，并约定“左负右正”，即当从在 0 的左方 
时 5 < 0 ,而当 M 在 0 右方时 S > 0 . 空气阻力忽略不计，并设运动开始时摆处 
于铅垂线上，点 M 在最大偏离时 s 取值 SQ . 试求摆的运动方程 s = s (0. 

将重力^沿切向及法向分解（图8-37)，这时对运动起作用的乃是切向 
分力- m^sin I 根据牛顿第二定律得 

d 2 s . a 

m = - mgsm u . 



因圆周角^ = j , 故得 

d 2 5 . 5 

P = - gSHl? 

这就是单摆 S = 所应满足的微分方程.解这个方程有相当大的困难.我们 

现在只讨论一种特殊情形，即点 M 离开 0 点的偏离很小的情形.这时 S 很小， 


因此角 f 亦很小，从而 



故运动方程可近似地化为 



现在我们来求此方程的解.令$ = /^( 5 ),则 
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d 2 5 dp dpds dp 

^ = ^ = ^d7 = ^ j 


故可把方程化为一阶方程 


p 


A . 


这是可分离变董的微分方程，解得 

P 2 = - y ^ 2 + C,, 

即 （努) 2= -" f j2+Ci . 

由于点 M 在最大偏离时的弧长为这时速度为0, 

= 0 , 


即 


ds 

d 7 


由此定出常数 C l: 


Cl = 


g 


于是 ( tS -1^- 

将上式开方，分离变 fi 并进行积分，便得 

d, =/f 


2 ). 


或 


Vsl - 5 2 

,in t =f f^ 


C 2 


C 2 , 


因而 S = 5 0 sin f + C 2 ) - 

由于假定运动开始时，摆处于铅直线上，即5 | |s0 = 0 , 代人上式可以定出 
C 2 = 0. 最后得到 

5 = s 0 s\n / J^-t . 

这就是单摆的运动，它是具有周期 r = 2 x ^ 的简谐振动，且周期不依赖于 
50, 这和中学学的物理知识一致，但现在我们知道这知识的来源了. 


1 . 求下列微分方程的 通解: 


习 


题 
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(1) xy' - y\n y =0; 

⑵，=辟 

(3) 3x 2 + 5x-5y , =0; 

(4) xydx + (x 2 + l)dy = 0; 

(5) y - xy 1 = a (y 2 •¥ y 1 ) ; 

(6) (y + 3)dx + cot xdy = 0; 

(7) ^ = HT ”； 

(8) a: sec ydx: + (A ： + l)d/ = 0; 

(9) ( e …- e ”dx + ( e :” + e ”d：y = 0 ; 

( 10 ) y\n xdx + xln ydy = 0 . 

2 . 求已给微分方程满足初始条件的 特解: 


(1) ^si, 
dx 

( 2 ) / = 


=r*n r* rU.f = 

' r * yL«o = o; 


⑶ YV^ dx ~ iTx dr = 0, r ** s0 = 1 - 

3 •质 M 为 l g 的质点受力作用作直线运动，这力和时间成正比，和质点运 
动的速度成反比，在 f = 10 s 时，速度等于50 cm / s , 力为 4 xlCT 5 N . 问从运 
动幵始经过了一分钟后的速度是多少？ 

4 •镭的衰变有如下的 规律： 镭的衰变速度与镭所现存的 tf ： 成正比，由 
经验材料断定，镭经过1 600年后，只余原始 ft /? c 的一半，试求镭的 M /?与 
时间£的函数关系. 


§4开普勒三定律与万有引力定律 


17世纪初，德国天文学家、数学家开普勒，在他的老师第谷 （ Tycho , 
1546— 1601) 对行星作的20多年的观测的基础上，加上自己的观测与对数据的 
分析，总结出行星运动的三大定律. 

开普勒第一定律行星绕太阳运行的轨道是椭圆，太阳的位置在椭圆的一 
个焦点上. 

开普勒第二定律运动中，太阳至行星的向径，等时扫过等面积. 

开普勒第三定律太阳系中各行星椭圆轨道的长轴的立方与其公转周期平 
方之比是一个与行星无关的常数. 



第八章微积分的进一步应用 


行星的运动为什么会符合这些定律？几乎与开普勒同时，伽利略通过观察 
与分析，已得到了 “惯性定律”与“自由落体定律”，牛顿也总结岀运动的第 
二定律，问题就化成了，行星与太阳间受什么力的作用，使其运动符合开普勒 
三大定律？经过对开普勒、伽利略工作的深人研究，牛顿研究了月球绕地球的 
运动，发现月球受地球作用的力与地球上使物体下落的重力是一回事，从而提 
出行星受太阳作用的力也是这种力——万有引力.他于1687年发表了震惊世 
界的万有引力定律. 

万有引力定律 任何两个物体，都存在一种互相吸引的力，作用在两个物 
体的联线上，它的大小和两个物体的质量成正比，与两物体的距离平方成反 
比，即 


其中 m ,, 爪 2 分别是两物体的质最， r 为两物体间的距离， C 是对任何物体都 
一样的常数，称为万有引力系数. 

开普勒三大定律是观测结果，万有引力定律在当时的条件下无法准确测 
定.但假如能用数学， 从开蒈 勒三大定律推导出万有引力定律，反过来又从万 
有引力定律推导出开普勒三大定律，这些定律的正确性不就得到验证了么.而 
行星运动规律的内在根源不也就被揭示出来了么！正是牛顿在他的不朽著作 
《自然哲学的数学原理》中，用他刚建立起来的微积分完成了这两方面的工作， 
开创了微积分发展的新时代，也开创了天体力学、力学、引力理论发展的新时 
代.下面我们来作这两个方向的推导，当然，我们并不是重复牛顿的方式，而 
尽 M 用最简单的方法与符号. 

1 . 从开 酱勒定律推导万有引力定律 


取行星绕日运动的椭圆轨道所在的平面为坐标平面，太阳的位置为坐标原 
点，椭圆的长轴为 x 轴，这时太阳至行星的向 M r 就是向径.向径有首角坐 
标表示与极坐标表示 


r = ( x ， y ) = ( rcos 


d , rsin 0 ), 


其中 r = |/ •丨是向径的长度.注意行星运行时，这里的 r ， 0都是 f 


的函数.根据极坐标下椭圆的方程，则开普勒第一定律说 


b 2 

a ( 1 - e cos d ) 


其中 a 是长半轴，6是短半轴， 2 C 为焦点间的 距离： c 2 = a 2 -6 2 , 称为 

a 

椭圆的偏心率， 0< e < l . 

根据极坐标下平面图形的面积计算公式，行星从0。运动至心所扫过的面 




积应为 
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^ 士’说 

注意这里取定后，心随£变化，这就是行星运动过程中向径扫过的面积的 
变化规律.开普勒第二定律说，等时扫过等面积，也就是说面积的变化率为常 
数，即 • 

替=常数. 

而 

dA = r 2 dd , 

因此 勞 = H = b 26 = i r2 ^ = 常数. 

这里 = M 是向径的角速度.上式实际上就是说，行星在运动中角动 M 守恒 
(为常数）. 

让我们回忆什么叫角动牛顿定律可以写成 

r d 

t - ma = -j-m v , 

cU 

mt ; 称为物体的动 fit . 因此牛顿定律可以解释为物体受的力等于动 世的变 化率. 
在等式两边用向量 r 作叉乘（解析几何中的向》积），得 

/• x /= m ( rxfl )= m(fx j = mr x v ) . 

(这里用到了叉乘的微商法则 

d ( V dr dv d v d v 

+ rx —= , xt ; + rx —= rx —, 

它是很容易证明的，另外还用到 i ; x V =0). 我们看到，等式左边是力矩，对 
比力等于动量的变化率，人们自然称 mrx 1 ；为角动 ft . 则上式说，物体运动 
所受的力矩等于角动量的变化率. 

下面我们来计算行星运动的角动童，这时 

r = ( rcos d , rsin d ), 

则 t ; = ^- = ( ^cos d - rsin 0 * 0 , fsm d + rcos d m 6). 

at 

用解析几何的叉乘公式 


rcos 6 


rsin 6 


k 

0 = mr 2 dk , 





第八章微积分的进一步应用 


开普勒第二定律说，是常数，也就是说角动量守恒.而力矩是角动量的变 
化率，也就是行星运动过程中，力矩为 0 ,即所受的力/与 r 共线.这就证明 
了行星所受的力在行星与太阳的联线上. 

下面来求这力的大小，为此把加速度向量分解为平行向径与垂直向径的两 
部分： 

a = a r + a e , 

其中 fl , 方向的单位向 ft 为匕 = (cos 0,sin 0 ), 方向的单位向量为 e 0 = 
(- sin0 , cos0 ). 在前面 i ; 的表达式中继续对 t 求一次微商，得 

I 

a = - 7 ^ =(尸 cos 汐一 2rsin d • d - rcos 6 • - rsin ❼ • d ， 

ot 

尸 sin d + 21 1 cos d • 6 - rsin d • d 2 •¥ rcos d • 6) 

=( 尸一 rco 2 ) (cos d , sin d ) + ( 2/*d + rd ) (- sin d , cos 0 ) 

t 

=( 尸一 rcu 2 ) e r + (2rt? -f rd) e^. 

由 rM = 常数，知 

2 r t d + r 2 6 = r {2 t 6 + r 6) = 0 , 

从而知故的大小等于 r - rto 2 , 由开普勒第二定律知 


Kab 


wdt = r 2 coT t 


其中 r 是行星运动的周期，即绕日旋转一周所需的时间，因此 

r 2 co = ^, 


2 (2nab\ 2 

r = ("TT ) ， 


用 r = 


(1 - 


y 去除 


，得 


= 4 男 


(1 - 


另一方面由 




因此由 （1) 得 


2Kab a_ 

~ T ~ b ^ 


再用 （1), 有 
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2 nab 

if 


e 


4k 2 


d 


结果得到 


/ = /r = 


一 rw 2 ) e .= - 


T 2 




T 2 


由开普勒第三定律， > 为常数，令 


G = 


4tt 2 a 


t 2 m 1 

其中 A / 为太阳质量，则 C 是与行星无关由太阳唯一决定的常数，从而行星受 
的力为 




这就推导出了万有引力. 


2. 从万有引力推导开普勒定律 

设行星受的力为万有引力，即 


= -GmM -3 (x , y , 


由 

故 

根据前面的计算 I 




0 = r x /= —(r x m 

r x v = 常向爾. 
2 7 AO 

r " = r d7 


, 把它和极坐标面积计算公式联系起来， 


这就是开蛰勒第二 定律： 向径等时扫过等面积. 

由 rxi ； =常向 1 ,可取此向董为 z 轴，则行星在一与此向量垂直的平面 
上运动，这时 

/= - GmM -^ 3 (^, 7 ), 

其中 r = U ， y ). 由于 


取积分得 


2 mt ' -T 


=-1: 


GmM 


yy 


v • fdt 


d/ = [/, - U 0 


其中 


U = 


GmM 





第八章微积分的进一步应用 


称为位能，而 t 脚 2 称为动能.上述等式说明，在向心力作用下，行星的动能 
加位能恒等于 常数： • 


注意到 


即把运动方程化为 




， y = rsin 6, 戈 2 + y 2 = 尸 2 + r 2 6 2 , 


( t 2 ^( no ) 2 )-^ f ~= C t 


v r 2 oj = /i , 

其中 c ，/ i 是常量.设 o > = d #0( 否则 0 = 常数，行星作直线运动），则由 

h dr 


f [7(^ r + 7 i -^= c - 

(轰 M ㈣ D 

1 \ GM 2 , 2Ch 2 

~ W' P - h 2 ， e mG 2 M 2 


令取-丄，积分便得 


- = j 



从而 




P P 


(e-0 o ) 


取 ％ = f ,便得 


其中 


不难看出， 


p 冬 


= 基， 


2 . 2Ch 2 

l e =1 + ^^- 

当 C <0 时，6<1，轨道为椭圆，这就是开普勒第一定律. 


当 c = o 
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时，€ = 1,轨道是抛物线.当（: >0时，6 > 1,轨道是双曲线.后两种情形表 
明，行星受太阳的万有引力作用，运动轨道也可能是拋物线与双曲线，这一点 
是开普勒没有观测到而以后被一些小行星与彗星的运行轨道证实了的. 

由 2 Kab = | = / i 7\ 知 

4ttV 6 2 = Vr 2 , 


而 

% 

故 

右边是与行星无关的常数， 


b 2 h 2 
a _ GM ， 

T 2 4tt 2 

这就推出了开普勒第三定律. 




第九章再论实数系 


本章讲述实数连续性的其他等价描述，讲述实数闭区间的紧致性，实数系 
的完备性.此外，还讲述函数的黎曼可积性.本章是一元函数数学分析理论的 
总结和提高，为以后的进一步发展准备条件. 

§ 1实数连续性的等价描述 


在本书第一章我们讲述了实数基本定理，它断言实数系在戴德金意义下是 
连续的.我们还用它证明了单调有界原理，然后用单调有界原理证明了区间套 
定理，再用区间套定理证明了闭区间上连续函数的基本性质，由此已初步体会 
到实数基本定理的重要性.在本节我们将给出实数系连续性的其他等价描述. 
这些等价描述，虽然描写的都是实数连续性这同一件事，但由于出发的角度不 
同，在不同的情形下运用哪一个便有繁简之分，而且有些概念像下面要叙述的 
上、下确界，本身便有独立的意义，从而有广泛的应用，这可在函数可积性的 
讨论中窥见一斑. 

我们知道，一个只有有限个元素的实数集，它总有最大数与 M 小数.但具 
有无穷个元素的实数集就不一定了.例如 

4 = {；^卜 =1 ， 2 ,…}， 

B = 1文|太€(^,太>0且 x 2 < 2| , 


数集4有最小数没有最大数，但它有上界，无穷多个上界.上界屮有一 

个最小的，这就是 1. 数集既没有最大数，也没有最小数，但它有上界也有 
下界，而且有一个最小的上界々，有最大的下界 0. 

定义 9.1 如果实数集合4有上界，且上界中有最小数则称沒为数集 
4的上确界，记为 

P - sup A ; 

如果实数集合4有下界，且下界中有最大的数 fl ， 则称 a 为数集4的下确界， 


记为 


o = inf B . 


这里 sup 是 supremum 的缩写，而 inf 是 infiinum 的缩写. 


由定义容易看出，戸是数集4的上确界，当且仅当 
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(0 对任意 xK 有 x 矣戸; 

( ii ) 对任意 e >0, 存在使得 

' > /? - e • 

事实上，条件 （ i ) 说的是，/5是集合/!的一个上界，条件 （ ii ) 说的是，任何较0 
小的数就不再是/!的上界了.因此， （ i )、（ ii ) 合起来是0 = sup >1的充分必要 
条件.由此可见，如果一个数集有上确界存在，则上确界是唯一的. 

由此也可见，如果集合4有最大数，则此最大数便是集合4的上确界. 
这时称这集合达到它的上确界. 

类似地， a 是数集4的下确界，当且仅当 
(0 对任意 x €/4， 有 a ^ x ; 

( ii ) 对任意 €>0，存在使得 . T e <a + e . 

然而，有上界的数集是否一定有上确界呢？这在实数系内是成立的. 

定理 9.1( 确界定理）在实数系 R 内，非空的有上（下）界的数集必有上 
(下）确界存在. 

证明设 X 是有上界的非空实数集，记 B 为; V 的全体上界组成的集合， 
4 = R \ fi , 则 /I M 构成实数的一个分划.事实上，不空、不漏显然.我们来 
证“不乱”.任意 ae A t be B ， 由 a 不是 A ： 的上界，知有^ ^ X , 使得 
x 0 > a ^ 而由知， x 0 彡 fc ， 故 a <6. 

由实数基本定理，分划确定唯一的实数 r , 使得任意 aC / l , 

有 a ^ r ^ b . 我们要证明 r = sup X . 首先证明 r 是的上界，用反证法，如 

果4;然，则有 Af , 使得这时有 a = X °2 r ^ 且0>「，这是不 

可能的，因此 r 是 AT 的上界.而由于任意万， r ^ b , 这就表明了 r 是 A 的 
最小上界.下确界情形的证明是类似的，定理证完. 

下面我们来证明，定理 9.1 是和实数基本定理等价的.也就是说，我们刚 
才用实数基本定理证明了定理 9. 丨，现在反过来，可以用定理 9.1 证明实数基 
本定理.设给定 R 的一个分划由于的任何一个数都是集合4的上界， 
根据定理 9.1 知， A 有上确界^ 显然对任意有 a < r ， 而对任意 
由于6是>1的上界， r 是上确界， 故有 d 实数基本定理证完. 

我们已经证明了，定理 9.1 和实数基本定理是等价的，而实数基本定理说 
的正是实数系（按戴德金意义）是连续的，因此，定理 9.1 给出了实数连续性的 
一个等价描述. 

实数连续性还有另外一个等价描述，那就是单调上升有上界的实数序列必 
有极限存在.我们在第三章中曾用实数基本定理证明过这一事实，下面用这个 
事实，反过来证明实数基本定理. 
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第九章再论实数系 


设给定实数 R 的一个分划 A \ B . 我们要用单调上升有上界数列必有极限 
的定理，证明存在实数 r , 使得任意 bGB 有…彡 b . 事实上，任取 

B , 用 a ,, 6,的中点二等分 [ a , ，乂].如果 Q 丄 ; 上!6 fi ， 则 
取02=4，6, = —— 如果 2 1 f 1 € 4，贝 lj 取 a 2 = --^― ， b 2 = b '. 继续用 
二等分 [ a 2 ,6 2 ]. 如果^^€4,则取 a3 = t + h， ^3 = ^2；如果 

则取 a 3 = a 2 , 而= 如此继续下去，便得.到两串序列 

UJ , UJ , 其中单调上升有上界（例如 6 J , 单调下降有下界 

(例如 ai ). 并且= 0 U —00). 由〜 单调上升有上界知有 r 

存在，使得 r = liniA . 我们来证明，任意 （16 4 ， be B ， 有在 6. 这等 

H 一 0 B 

价于证明，任意 a < r , b > r ， 有 a €/4, b B . 事实上，任意 a < r ， 由于 
lim a n = r , 知存在 n 0 ， 使 a < a „ € 4 ，故 a € 4 , 而对任意 6> r ， 由 6 n = + 

n-« 0 

知 limksr , 故存在~使得 6> 从而 & 这就证明了实数 

2 • 1 

基本定理（读者可能也明白，我们在这里用了区间套的思 想）. 也就是说，现在 

我们已经证明了，实数基本定理同单调上升有上界的数列必有极限存在定理是 

等价的，即后者也给出了实数连续性的另一个等价描述 • 

把上面的推理总结一下，实数连续性有下述三种 描述： 

(1) 对实数系的每一个分划存在唯一的实数 r ， 使得对任意 
66 B , 有 a 彡 r 彡 6. 

(2) 非空有上界的实数子集必有上确界存在. 

(3) 单调上升有上界的实数列必有极限存在. 

我们上面证明了（1)»(2), (1)»(3). 

上述的 (2) 与(3)，对有理数系是不正确的.例如，前面举的数集 

A = lxl %6 Q , x >0& x 2 <2\ 

是有上界的有理数集，但它在有理数系 Q 中没有上确界（因为在实数系中它的 
上确界是乃，不是有理数），这是由于有理数系在乃处出现了空隙.类似地，有 

理数数列 % n = (l + ^) n 是单调上升有上界的数列，但它在有理数系中没有极 

限（因为在实数系中它的极限是 e , 不是有理数），这是由于有理数系在 e 的地 
方出现了空隙.这也就说明了 （2) 与 （3) 分别是实数连续性的等价描述的直观解 
释，不过这种直观远不如 （1) 那么强就是了. 
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值得指出的是，我们当然也可以直接证明（2)«(3),其中的（2)=>(3)比较 
简单，我们把它写出来. • 

设是单调上升有上界的实 数列. 由（2)知 r = sup 存在.且有 
A ：„$ r . 另外，任给 e >0 ， 存在 - r ,» v > r - e , 因此，当 n >7 V 时有彡 
〜彡 r , BP U n > r I < € . 这就证明了 r = lim 、， 也就是证明了 （2)=>(3). 

I♦ * 

上述证明还说明，单调上升有上界的序列，其极限刚巧就是 U „ l 的上 
确界. 

读者不妨自己写出（3)=>(2)的证明. 


习 题 


1 . 求数列 U „ l 的上、下确界（若 U „| 无上（下）界，则称+ 00( - 00)是丨\1 
的上（下）确 界）： 


⑴ x n = \ 

(2)〜=n [2 + (-2)”]; 


(3) X 2k - ky ^2*0 = i + y ( A ： = 1 ， 2,3, …); 

⑷ ^ = [l + (- D n ] ZL ~； 

n 

(5) ^=77+2^-°"; 


⑹ 


2fl7T 


2 .设 / U ) 在 Z > 上定义， 求证： 


0) SU^ I - f (x)\ = - inf/ (x); 

(2) iiif I -/ ( ^) I = - sug/ (x). 

3. 设 /3 = S u P E ， 故 ㈣ ， 试证自 £ 中可选取数列 U „| 且％互不相同， 
使 li m \ = i 3; 又若吟 E ， 则情形如何？ 

n— « 

4. 试证收敛数列必有上确界和下确界，趋于 + 00的数列必有下确界，趋 
于 - 00的数列必有上确界. 

5. 试分别举出满足下列条件的 数列： 


(1) 有上确界无下确界的 数列； 

(2) 含有上确界但不含有下确界的 数列； 

(3) 既含有上确界又含有下确界的 数列； 

(4) 既不含有上确界又不含有下确界的数列，其中上、下确界都有限. 


第九章再论实数系 


6. 设 / U ) 在 [ a ，6] h 有界，定义 

. — ，6]' €? 。匕/ ⑴-上/⑴， 

求证： cof [ a , b ]= sup \ f ( x ')- f ( x n )\. 

7. 设 /( 幻在以附近有定义且有界，定义 

4 (无 0 )= x 0 - +，+ j ) ， 

求证： / U ) 在 x Q 连续的充分必要条件为 o ^ UJsO . 

8. 设 / U ), g ( x ) 在 D 上有界， 且大于0, 求证： 

inf /( « ) - inf g ( x )^ inf lf ( x ) g ( x )\ ^ inf /( a : ) • sup g ( 
\ f ( x ) g { x ) \ ^ sup /( x ) • sug g ( x ). 


§2 实数闭区间的紧致性 


实数闭区间具有一种称为紧致性的性质，它可由下面的定义、定理给出. 
定义 9.2 设£：是一个由实数开区间构成的集合， S 是一个实数子集，如 

果对任意有区间 U ,6)€£， 使得％ €( a ，6), 则称£:是 S 的一个 
覆盖. 

£是5的 S 盖，用集合的符号可写成 

S C \ jE a 

如果£由有限个区间组成，则称这是有限«盖. 

定理 9.2 (博當尔 （ Borel , 1871— 1956) 有 限覆盖 定理）实数闭区间 [ a , 6] 的 

任一个覆盖 E , 必存在有限的子覆盖. 

这定理是说，若 [ d ,6] 有一个覆盖则存在£的有限子集（有限个开区 
间），它本身已构成了 [ a , 6] 的一个播盖. 

定理 9.2 说的就是闭区间的紧致性. 

下面我们用第三章§4中的区间套定理证明定理 9.2. 

定理 9.2 的证明用反 证法. 设 E 是 [ a , 的一个覆盖，它没有£的有 
限的子 S {盖. 记 ai = a , 6, = 6. 用 [ a ,, \]的中点二等分 [ a ,, h ], 则至少有 
一个闭子区间没有 E 的有限子覆盖，记它为 [ a 2 ,6 2 ]. 再用[ 02 ,6 2 ]的中点二 
等分 U 2 ,6 2 ], 则至少 有一个 闭子区间没有 E 的有限子覆盖，记为 [ a 3 ,6 3 ]. 
如此继续下去，便得到一个区间序列 . l [ a „,6 n ] l ， 它满足 [ an + 1 ，6„ M .] cU n ， 

b n ] 9 并且因此它是一个区间套，根据定理3.16,知存在 
唯一的 r 属于每个 l a n ， 6 n ] ， M.lim a n = lim 6 n = r . 由 r 6[ a ，6]， 知存在区间 
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U 抓 E ， 使因此只要取 n 充分大，便有 

[d n ,b n }C(a y p). • 

这就是说，[〜，\]被£中的一个区间盖住， B 卩 [ fln ,6 n ] 有尺的有限子覆盖， 
和 [«„ ，乂] 的构造矛盾，定理 9.2 证完. 

值得指出的是，定理 9.2 中假设 [ a ，6] 是闭区间，如果把这条件改为开区 

间，则相成的定理不 成立. 事实上取开区间集以士，1) n = l ,2,-}, 它构成 

开区间（0,丨）的覆盖，但它没有有限的子 S 盖.这也说明，开区间不具有紧 
致性. 

区间套定理实际上也是实数闭区间紧致性的另一种描述 （[ a ， 幻中 的任一 
区间套必•“套出”唯一的属于 [ a ，6] 的一点）.它和有限覆盖定理是等价的. 
前面我们是用区间套定理来证明有限覆盖定理.下面我们用有限覆盖定理来证 
明区间套定理.用反证法.若不然，设存在区间套 i [〜， \]1，有 

f] [a n ,6j = 0. 

I 

i 己开区间 

(〜， 戸„) = (a - l ， a „)， ( Q n r ，/? / ) = (6„,6 i + 1) 

即 （ a n ,/?J U ( a / ,/V ) = ( a , - 1 ， &, + 1 )\[ a n 人]. 

这时 £’ = I ( a „ ，見 ），（ a »/ ，汉 / ) 丨 n = 1 ,2, … 1 构成了 [ … ] 的覆盖.由有限阑盖 
定理，存在 W ， 使得 

0 (( 〜， A ) U U /,/ V )) 3 [«“,] , 

这就推出，当时，[^,6„]是空集，这是不可能的.矛盾，故有 

H [ a n ，6 n ] # 0， 

ns 1 

即存在 r 使 

ac 

r € 门 [a n9 b n ]. 

ns I 

r 的唯一性证明由区间套性质本身可推得.这样，区间套定理便由有限覆盖定 
理推出. 

实数系闭区间的紧致性，还有另一个等价描述.这便是下面的波尔察诺- 
魏尔斯特拉斯紧致性定理. 

任给一个数列 U n |, 我们不改变数列的次序，按一定的规则从\中抽取一 
部分，得到一个新的数列，称为 U „ l 的一个子数列.把这句话严格化，就是记 
x n =f(n), 这是定义域为正整数的一个函数，取一个定义域为正整数取值也是 
正整数的函数 g(W = n 4 , 它是严格递增的（相当于不改变原来数列的次序），则 
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复合函数 x n = f ( n k )= f(g ( A :)) 便是的一个子 数列. 例如 U 2A ! ， \ x 2k *\ \ > 
U 3 J * U ? l 等等，都是 U „| 的子数列，这时相应的 n k =2 k ，2 k + 1, 3 k , k 2 
等等. 

一个显然的结果是：若 lim = a ， i x n 1是丨 * n I 的子数列，则 Hm x n = a . 

ao k 4 — oc * 

事实上，由〜彡1, n k ^ { > n k9 便可证明 n 4 > A :， 故当 A — »时 n k ~*- » ,由复 
合函数极限便知 lim = a . 

* 爲 

用这个结果便很容易证明 ％ = 没有极限，这是因为 

lim x 2 k + i = l # lim x lk = 一 1 • 

k— * *— oe 

定理 9.3 ( 波尔察诺-魏尔斯特拉斯紧致性定理） 有界数列必有收敛子 
数列. 

定理说，如果数列 U „ l 在闭区间 [ a ,6] 内，即满足(对任意打） 
(有上界6与下界 a ), 则 U „ l 必有收敛子数列. 

定理 9.3 的证明 用区间套定理 证明. 设数列 U n l 有界： 任意 
n ). ifi a 1 = a , 6, = fc , 二等分 [ fl | ，/ M ], 则必有一子区间包含 UJ 的无限项， 
记为[« 2 ，卜] . 再二等分 U 2 , fe 2 ], 必有一子区间 U 3 ,6 3 ] 包含 U „ l 的无限多项， 
如此继续下去，得闭区间序列 l [ a „,6„] l , 它构成一区间套.因此，存在 r 满 
足 a n 彡 r 彡 6 n (任意 n ) 且 r = lim £!„ = lim < i n . 选定 〜 G [ a ,, 6,] ，再选 n 2 > n , 

蠊— « ir ^ • 1 

使：^6[« 2 ,6 2 ],这是办得到的，闵 [ n 2 ,6 2 ] 包含数列|^|的无限多项，再取 
n y > Ti 2 y 使、€ [ a 3 ,6 3 ] …，这样便得到丨的子数列 U' I : a k ^ x n ^ ^ b k . 
令灸 — 00 取极限，便得 4 14h 4 = r , 定理证完. 

很容易用定理 9.3 证明区间套定理，希望读者自己把证明写出来. 

定理9.2、 9.3 与区间套定理都是实数闭区间紧致性的等价描述，前面我 
们已说明它们是可以互相推导的. 


习 题 

1. 利用有限覆盖定理 9.2 证明紧致性定理 9.3. 

2 . 利用紧致性定理证明单调有界数列必有极限. 

3. 用区间套定理证明单调有界数列必有极限. 

4. 试分析区间套定理的 条件： 若将闭区间列改为开区间列，结果怎样？ 
若将条件[〜，卜]!^〜』:]!)…去掉或将条件 6 n - 0去掉，结果怎样？试 
举例说明. 

5. 若 U „ l 无界，且非无穷大量，则必存在两个子列 '—»， (a 
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为有限数）. 

6. 有界数列 U „ l 若不收敛，则必存在两个子列 ' — a , x m ^b ( a ^ b ). 

7. 求 证： 数列 U „ l 有界的充要条件是， U n l 的任*何子数丨都有收敛 
的子数列. 

8. 设 /( x ) 在 [ a ，6] 上定义，且在每一点处函数的极限存在， 求证： fix ) 
在上有界. 

9. 设 / U ) 在 [ a , 6] 无界， 求证： 存在 cGU ,6]， 对任给5>0,函数 
/( x ) 在 （ c * - S t c + S ) C \[ a 9 b ] 上无界. 

10. 设 / U ) 是 （ a ,6) 上的凸函数，且有上界，求证： Y\m f ( x ) 9 \ imf ( x ) 

x-^a* «—6 " 

存在. 

11 . 设/(：0在[«乃]上只有第一类间断点，定义 • 

CO ( x ) = 1/ (x +0) - f (x -0)1. 

求证：任意 e >0, CO ( X )多 e 的点: t 只有有限多个. 

12•设 / U ) 在 [0, + ») 上连续且有界，对任意 a G ( - 00 , + 00)， 
00) 上只有有限个根或无根， 求证： lim / U ) 存在. 

X， ♦ « 


§3实数的完备性 

在绪论屮我们筲分析过数系的结构.当时指出，正整数系对减法运算不封 
闭，把它扩充为整数系，便对减法运算封闭了.但整数系对除法运算不封闭， 
把它扩充为有理数系，便对除法运算封闭了.有理数系本身不连续，把它扩充 
为实数系，它就连续了.在这一节中，我们从另一角度来研究从有理数系到实 
数系的扩充. 

有理数系实际上对极限运算是不封闭的.例如有理数系中的数列 = 
(l + ^-) n , 它在有理数系里没有极限，因为它的极限 e 是无 理数. 

能否说实数系对极限运算是封闭的呢？这问题的提法不能 提为： 任何实数 
数列在实数系都有极限存在.因为像数列^ = (-1 )〃、在任何数系它也不 
可能有极限存在（除非改变极限的定义）.因此这问题的提法应 该是： 对那些 
“该有极限存在”的实数列，在实数系里应有极限存在.这时才能说实数系对 
极限运算是封闭的. * 

然则何谓“该有极限存在”的数列？我们不妨研究一下极限存在的必要条 
件.设极限 lim x „ = a 存在， 则任给 e >0, 存在/ V ，使得只要 n >/ V ，有 
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因此只要 n > N ， m > N ，有 

Un - i < ! - a I + Urn - a I < e . 

能否把最后的这个叙述，看成“该有极限存在”的条件？换句话说，上述 
条件是否也是极限存在的充分条件？下面的定理告诉我们，在实数系里，这是 
正确的. ' 

定理 9.4( 柯 西收敛 原理）在实数系中，数列 U „ l 有极限存在的充分必要 
条件是：仟给 e >0, 存在 yv , 当 n > N ， m >/ V 时，•有 

I x n ~ X m I < C • 

证明 必要性上面已证.下证充分性.设数列 U „ l 满足 条件： 对任意的 
€ >0,存在 / V ，当 n >/ v ， m>/V 时，有 

X m \ < £. 

第一步证明是有界的.事实上，取^ = 1,则存在 n 0 , 使当 n 多时，有 

I x n - x„ o | < 1 , 

因此 +1. 

取 Af = lU , 丨，… ， U % -丨丨，丨*„。1 +1 L 则°有1〜丨彡 Af (对任意 n ), 这就证明 
了 U „ l 是有界的. 

第二步证明有极限存在.由定理 9.3, 知 U „| 有子数列 U „ 4 I , 使得 

lim % = a 存在.我们下面来证明 lim = a . 事实上，任给 e > 0，一方面， 
*-• « * ■-* « 

存在 /V 丨 ，当 n > yv ,, 时， 

\x n - x m \ < y. 

另一方面，存在 A :。， 只要便有 

1 、 - a I < y. 

取 /V = max ( \ , ；u ) ， 只要 n >/ V , 选取 n t >/ V , 则有 

0 

U n - a I ^ I 1 + U „ 4 - a I <y + y = €. 

这就证明了 = 定理证完. 

这个定 k °! 只用数列本身给出了数列极限存在的充分必要条件，是一个十 
分重要的定理.以后读者将会看到它的许多应用. 

定义 9.3 在数系 S 中，如果数列满足下列 性质： 任给 e >0, 存在 
N ， 使得只要 n > N ， m > N ， 有 



则称 U n ! 为 S 的基本列，或称为柯西列. 
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用基本列的槪念，定理 9.4( 柯西收敛原理）又可叙 述为： 

定理 K (柯西收敛原理）在实数系 R 中，数列 U „| 有极限存在的充分 
必要条件是 U „ l 为 R 中的基本列. 

柯西收敛原理断言，一方面，每个有极限存在的实数列都是基本列，另一 
方面，每个实数系的基本列都有极限存在. 

定义 9.4 称数系 S 是完备的，如果 S 中的每个基本列都在 S 中有极限 
存在 • 

由柯西收敛原理的充分性立即可得下面的定理. 

定理 9.5 (柯西 } 实数系 R 是完 备的. 

完备的数系对极限运算是封闭的.因此定理 9.5 说的就是实数系对极限运 
算封闭. 

例子 \ = 表明，有理数系是不完备的.因此我们现在可以下结 

论说，有理数系对极限运算不封闭，而扩充为实数系后，对极限运算便封 
闭了. 

还值得指出的一点是，关于实数完备性的刻画，并没有涉及实数的顺序， 
实际上只用到实数系的 两点： ①每一个实数 x ， 都有一个丨幻与之 对应； ②两 
个实数 . t ,, 巧之间的距离，可用 l 〜- x 2 | 表示.这是和本章§1 对实数系连 
续性的描述所不同的地方. 

连续变 M 的柯西收敛原理，以极限为例，可以叙 述为： 极限 
lim / U ) 存在的充分必要条 件足， 给 e >0 ,存在5>0,只要（)< 〆 -«< 

8, 0<^- a <5, 就有 

|/(，）-/(，）| <e. 

事实上，设极限 lim /( x > = / T 存在，则对任意 e >0 , 存在5>0，当0< 

♦ 

« - a < <? W ^ 

\ f ( x )- A \ < e /2, 

因此只要 0<^- a <5, 0< x n - a < S 9 W 

|/(^)-/(^)UI/(^)-4l + 1/(^)-A| <€, 

必要性得证. 

下证充分性.设丨是任意满足 lim % = a 且、 > a 的数列.已知对任意 

羯» 

6 >0,存在5>0，只要 0< x ， 一 a <5, 0 < x " - a < S ,就有 

1 /(，）-/(，）丨 < e . 

则对上述5> 0 ,存在 yv ， 当 n >/ v 时，有 

0 < x n - a < 5， 
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于是当 n > N , m >/ V 时，有 

\ f ( x n )- f ( x m )\ < e . 

即1/(、）1是基本列，由实数列的柯西收敛原理，极限 lim / UJ 存在.这样， 

n 一 • flc 

我们就证明了，对任意 fa , > a , 都有 lini / U „) 存在.下面我们来证 

n — * 

明，对不同的 UJ ， 这个极限值都是相同的.用反证法.若不然， 

#!-♦ « 

设存在 x n -* a t > a 和 x' n -*■ a ，： r : > a 但 

l \ mf ( x n )^ lim / ( O • 

定义一个新的数列 


x k , n = 2 k - \ 9 



它是％与 < 交叉插项而成，即 

\t n \ = \ X { y%\ ,X 2 , 4，••• I • 

则 a , f n > a , 但 lim / UJ 不存在（因为它的两个子序列极限不相等）.这 

it— « 

就证明了，对任意的、 — a ， x n > a , 极限存在且极限值不依赖于 
U „| 的选择.根据函数极限与数列极限关系的定理 3.10, 知函数极限 litn f ( x ) 

存在. 

请读者对其他的极限过程，写出柯西收敛原理. 


习 



1•设/(幻在 U ，6) 连续， 求证： / U ) 在 U ,6) -致连续的充要条件是 

lim / U ) 与 lim / U ) 都存在. 

♦ - - 


+…+ ■当 n — 00时的极限不存在. 
v n 

3. 利用柯西收敛原理讨论下列数列的收 敛性： 

(1) x n = a 0 + a { q + a 2 g 2 + … + a n q n ( \ q \ <\ 9 \ a k \ ^M); 
/-\ - sin 1 sin 2 sin n 

⑵ \ = 1 + 了 + 了 + ." + -^- ; 


2 . 求证 数列 〜 = l+g 


(3) 〜 = l - + + 如 + | 丄 . 

z j n 

4 .证明 lim / U ) 存在的充要条 件是： 对任意给定 e >0, 存在5>0,当0 < 

广 I 。 

I x ’ - x 0 l < 5,0 < \ x n - x 0 ] < 5时，恒有 

I/U，） -/(，） | < 6 . 
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5.证明 /(: t ) 在 x Q 点连续的充要条 件是： 任给 e >0, 存在 S >0, 当 
U ， 一太。丨 < S 9 \ x f, - x 0 \ <5时，恒有 

|/(^)-/(^)i < e . 


6. 证明下列极限不 存在： 



(2) .^=V 1 +2 n( - ,)- ; 


(3) = sin (ir v n 2 + n ); 

(4) x n = cos n ; 

(5) x n = tan n . 

7. 设 / U ) 在 U , + oc ) 上可导 ，1 厂 （ x ) 丨单调下降，且 lim / U ) 存在，求 
证 lim xf f ( x ) = 0 . 

* 8•设 / U ) 在 （- oo ,+ 00) 可导，且 |/ # U )| 矣 A <1 , 任给〜 ，令 

^♦1 = / “”） （ n = 0，1 ，2，“.）， 

求证： 

(1) lim x n 存在； 

(2) i 述极限为: t =/ U ) 的根，且是唯一的. 

9. 设 / U ) 在满足 条件： 

(1) \/( x ) -/( y)l ^ k\x - y \ , V x , y €[ a ,6], 0 < A : < 1; 

(2) / U ) 的值域包含在 [ a ,6] 内. 

则对任意: [ a ,6], 令〜 ♦ I =/(:„) (n =0,1,2, …），有 

(1) lim x n 存在； 

(2) ^程怎=/(：0的解在[«,6]上是唯一的，这个解就是上述极限值. 


§4再论闭区间上连续函数的性质 

前面讲述过闭区间上连续函数的性质，它们在微积分的理论中起着基 
本的作用.当时为了避免运用过多的槪念，所有证明都是用区间套定理直 
接给出的.现在我们已经有了很多的工具，每个定理都可以给出更为简洁 
的证明.其实证明是很多的，读者可以尝试寻找其他证明，作为对自己的 
一种训练. 

有界性定理若 / U ) 在闭区间 U ,6] 上连续，则 / U ) 在 [ a ,6] 有界. 
证明一利用区间套定理，用反证法.如果不然，设 / U ) 在 [ a ,6] 无界， 
记~ = «, 6, = 6.二等分 [ a ，6], 则在两个子区间中，至少有一个， / U ) 在 
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其上是无界的，记此子区间为 [ a 2 ,6 2 ]. 再二等分 [ fl 2 ,6 2 ] ，…，如此继续下 

去，便得一区间套1[〜，6„]1, /(幻在其中的每个区间都是无界的.根据区间 

套定理，存在 rG [ fl ，6], 使得 lint lim 6 n = r . 由 / U ) 在 r 连续，知存在 

» »1 一 * « 

S >0 t 使得 / U ) 在 （ r _ s， r + 5) nu ,6] 有界.但当/ I 充分大时，有 
c ( r -5, r +5) D [ a ,6], 与/ U ) 在 [ , 6 n ] 无界矛盾，定理 获证. 

证明二利用紧致性定理，用反证法.如果不然，设 / U ) 在 [ a ,6] 无界，这 
时对任意正整数心存在 h €[ a ,6], 使得 |/ U „) I 多 n . 由闭区间 [ a ，6] 的紧致 
性，知存在丨的子数列 U n 1， \im x n ^ = r 6 [ a , 6 ] ,因此， ^» ，与 

/ U ) 在 r 连续矛盾，定理获证. 

介值定理若 / U ) 在 [ cz ，6] 连续， /( a ) >0, / U ) <0,则存在 
[ a , 6], 使得 /( c ) =0. 

证明用有限覆盖定理.用反证法，若不然，任意〜 €[ a ，6]， 有 / Uo )#0, 
由 / U ) 在％点连续及保号性，存在& >0,当 x ^( x 0 - S s ，外 + 5 a ) DU ， fc ] 时， 
/(*) 不变号.令 ° ° 

E = I ( a; 0 - ，太 o + d: ) I x 0 6 [ a, 6] I * 

0 0 

则 £ '是 [a , 6] 的一个覆盖，由有限巧盖定理，存在力 ， x 2 ，…，& € [ a , 6 ] , 使 
得 

L a ，6 ] c C ) (々-吝 ' ，々 + 〜 ）• 

I « I 

不妨设 且丨丨 -yl 彡2时有 

( X, - 8 X , Xi + ) fl (xj - S x ^, 5 x ) = 0 , 

于是任意 i = l ,2, …， n -1, 有 

( x t - , x , + 5, ) 0 ( %, ♦ 1 - S x ♦ i + 5, ) _ 0 • 

I I I ♦雇 1 争 1 

由于 / U ) 在 U , - 5, ，:^ + 5,) 不变号，则 /( x ) 在 [ a ， fc ] 不变号，这与 /( a )>0, 
/(6)<0矛盾.故存在 c €[ a ,6], 使得 /( c )=0. 

最大值定理若 / U ) 在 [ a , 6] 连续，则 / U ) 在 [«, fr ] 上达到其最大值与 
最小值. 

证明只证 M 大值的情形.由于 / U ) 在 U ,6] 有界，则上确界 

M = sup 《 （ x 、 

存在.由上确界性质，对任意 n ， 存在、 6[ a ，6]， 使得 

M ^ f (x n ) > M - 1. 

n 

由 U ,6] 的紧致性知，存在子数列 U „|: limx n = re [ a ^]. 在不等式 

* *— * 4 
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M 多 f ( x n ) > Af - * 

中，令取极限，便得 /( r ) = W , 定理证完. 

一致连续性定理 若 / U ) 在 [ a , 6] 连续，则 / U ) 在 [ a ，6]— 致连续. 
证明一 用有 限覆盖 定理.对任给 e >0, 对任给 x € U ， M ， 存在匕>0, 
使得只要 : <x + A , 有 • 

1/(0 -fU)\< J. 

于是{(^|^ + 警)构成了 U ，6] 的一个覆盖.由有限覆盖定 
理，知存在有限个点力， …， ％ ,使得 

0( - + I 1 ) D [a,6]. 

其中8尸 S x / 令 d = …,警),则只要 U ，-，|<5, 总有々，使，6 

(**- 令，■令)，从而 X ” € (Xk • 8 /^Xk + D ，因此 

I/U，）-/(✓) M/U ，） -/u)| +I/U) -/(，）| 

€ e 

< "2 + T = €, 

这就证明了 / U ) 在 U ，6] — 致连续，定理证完. 

证明二 用反证法.如果不然，设/(幻在 U ,6] 上不一致连续，这时， 
存在 e 0 >0, 对任意的5>0,存在 ，€[ a ,6], 使得 U -/|<5, 但 

1/(/) -/“”）| 彡 e 0 . 

分别取5 =丄，71 = 1,2 ，…， 相应地存在< ,< € [ a , 6 ] 满足 | < 1 <丄， 
n n 

但 

由 U ，6] 的紧致性，存在 U /1 的子数列 U \ l ， 使 4 1$^\ = y € U ,6]. 根据 
I X n - x" n I < — ,知也有 lim x n n = y , 从而 lim / ( x' n ) = lim / ( x n n ) =/(/). 

* * *-•« * *— m * * 

在不等式 

\ f ( x n ) - f ( x \) I ^ £ 0 

中令 A — oo 取极限，便得 0 多与 e Q >0 矛盾，故 / G ) 在 [ fl ，6] — 致连续， 
定理证完. 

上述这些性质，对开区间（或半开区间）的连续函数都是不一定成立的，其 




第九章再论实数系 


根源在于闭区间在实数系是紧致的（而且是连通的），而开区间或半开区间（虽 
然是连通的）却不是紧致的，它们和闭区间在实数系中虽只差一、两个点，但 
性质却迥然不同，真是“差之毫厘，谬之千里”. 

还值得指出的是，介值定理与最值定理合起来正表明，连续映射 / a —/ U ) 


把闭区间 [a ,6] 映成闭区间 [ m , M ] ,其中 m = min f ( x ) 9 M = 




1 . 设 / U ) 在 [ a ,6] 上连续，并且最大值点外是唯一的，又设、 e [ a , 

6 ], 使 lim/(0 =/(*。），求证 

00 

limx n = x 0 . 

2 . 设 / U ) 在 U ,6] 上连续， 可微； 又设 

(1) min ^ ( x ) < p < max ^ ( x ); 

(2) i 卩 i / u )”， 则 i 厂 u )#0， 

求证： / u ) = P 的根只有有限多个. 

3 •设 / u ) 在 [ a ,6] 连续， / U )<0, /(6)>0, 求证： 存在 
使 /( f )=0, 且 / U )>0 U <;^6). 

4. 设 /( O 是[«,6]上的连续函数，其最大值和最小值分别为 M 和 m 
( m < Af )， 求证： 必存在区间 [ G ,0], 满足 条件： 

(1) f ( a ) = M t /(/?) = m 或 /( a ) = m ，/(/?) = M ; 

(2) m < f ( x ) < M t 当 文€((»，/?). 

5 . 设 / U ) 在 [0,2 a ] 连续，且 /(0)=/(2«), 求证： 存在 xe [0, a ] ，使 
f ( x ) =/(x + a ). 

6 . 设/(：0在[«,6]上连续，且取值为整数， 求证： / U ) = 常数. 

7. 设 / U ) 在 U ,6) 上一致连续， a , 6 ^± oo , 证明 / U ) 在 U ,6) 上 有界； 

8. 若函数 / U ) 在 U ，6) 上满足利普希茨 （ Lipsdiitz ) 条件，即存在常数尺， 

使得 

l / u ，) 一/ u”)l 矣尺 U ，一 ， 〆，， e u，m • 

证明： / U ) 在 U ,6) 上一致连续. 

9. 试用一致连续的定义证明：若函数/( X )在 U , C ] 和 [ c ,6] 上都一致连 
续，则 / U ) 在[«，6]上也一致连续. 

10•设 / U ) 在 （- 00,+ 00) 上连续，且 Jm / u ) 与』匕 / U ) 存在.证明: 
/ U ) 在（- 00，+ 00) 上一致连续. X 

ii . 若 / u ) 在区间 a ： (有穷或无穷）中具有有界的导数，即丨在财， 
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xex t 则 /(X) 在中一致连续. 

12. 求证： fix ) = V^ln 在(0, + 00 ) 上一致连续. 

13. 设/(幻在 U ， + 上可导，且 lim 厂（ X ) = + 00, 求证： / U ) 在 

霣一 ♦ * 

(a , + co ) 上不一致连续. 

14. 求 证： /(。^:^:^在此+ ^^上不一致连续. 

§5可积性 

在第七章中我们引进了定积分 定义： 设 /( x ) 定义在区间 [ a ,6] 上，如果 
对 U ,6] 的任意 分法： 

a = x 0 <«!<•••< x n = 6 , 

对任意的 当 A = max j Axii ~ K ) 时(其中 At , = x ,-々 q ), 黎曼和 

!«•«« 

IV 

E /(?•)&• 

的极限存在，设为 /, 则称 / u ) it [«,6] 是可积的，极限值/称为 / U ) 在 [ a , 
6] 的定积分,记为 

f (x) dx = lim y] /* ( g , ) Axj • 

Ja 卜 0 ..I 

由定义知，如果知道了函数 /( x ) 在 [ a ,6] 是可积的，那么对某一种满足 
A —0 的分法，某种特殊取法的其黎曼和的极限便是定积分.这对定积分 
的计算起了重要的作用.事实上，回忆微积分基本 定理： 设/(幻在[«,6]上 
可积， FU ) 是/(幻在[«,6]的一个原函数，则 

\ b f(x)dx = F(b) - F(a). 

其证明是对的一种使 A -0 的分法，用微分中值定理，得到 

F(b)-F(a)= S (F(^)-^(x,. l ))= 公 /U,) 知， 

取极限便证得所要 结果. -意，这里的&是由微分¥值定理决定的，只知 
€[&-,,々]，具体在什么地方并不重要.由函数可积性，保证了和的极限存 
在，且极限值就是定积分.由此可见，事先知道一个函数可积是多么重要.我 
们曾经证明过连续函数可积，因此对任意连续函数，例如 cost 只要知道它 
的一个原函数，便可以计算定积分 

J cos xdx = sin b - sin a . 

除了连续函数之外，还有什么函数是可积的呢？例如，直观告诉我们，如 



